7 7 5 عر 
التسيوو ا اأخرية السير .؟ 
وزارة الربيّة 


المركز الوطن لتطوير المنا هيم التربوية 


الرياضيات 
الجزء الاول 


الصف الثالث الثانوى العلمى 


56468 56م 
١55١  ١*# .‏ ه 


العام الدمراسي 


حقنوقّ التأليف والنشر محفوظة 


لوزارة التربية في الجمهوريّة العربيّة السوريّة 





حقوق الطبع والتوزيع محفوظة 


للمؤسسة العامة للطباعة 


طبع أوَل مرة للعام الدراسي 7١11 7.1١5‏ م 








فئة من المختصين 








خطة توزيع منباج الرياضيات 


بخصص أربع حصص أسبوعياً لكتاب الرياضيات الجزء الأول 





تشرين اول وات وسائل قرنا إن ناية تابع عند عدد حقيقي2 مبرهنات المقارنة الأمشمرار 
الأمام العزليات هتلى التهاياث نحاية تابع مركب التوابع المستمرة وحل 
تحاية تابع عند اللاتهاية المقارب المائل المعادلات -أنشطة 





كافرن اول .عسيائا:؟ التعللم البيضتك نحاية متتالية تقارب المتتاليات المطردة أنشطة 
مسائل: قدما إل لأمام مبرهنات تخص النهايات متتاليات متجاورة تمرينات ومسائل: لنتعلم 





شباط22 مسائل: قدماً إلى الأمام التابع اللوغاريتمي النييربي 2 دراسة التابع اللوغاريتمي اشتقاق تابع مركب 


لوغاريتم جداء ضرب كحايات تتعلق بالتابع 





نان أنشطة التوابع الأصلية التكامل المحدّد وخواصه التكاما الى وحسات 
قواعد حساب التوابع المساحة 


الأصلية 











يأتي منهاجٌ الرياضيات في الصّف الثّالث التّانوي العلمي مُتمماً لمنهاج الرياضيات في الصّفين 
الأول والثاني الثانويين الذي جرى إعداذه في المركز الوطنيّ لتطويرٍ المناهج التربوية وفق المعايير 
الوطنية» مُعتمداً في بنائه على التراكم الحلزونيّ للمفاهيم والمهارات وتكاملهاء إِذْ تتطور المفاهيم 
والمهارات في بناءٍ مترابط» فثقرّن المعارف بالحياة العمليّة وتُقدّمْ المادّةُ العلمية بطرائق سهلة ومتنوعة 


ومدعّمة بمواقف حياتيّة وتتكامل مع الموادٌ الدراسيّة الأخرى. 
درس بعددٍ من التدريبات تهدف إلى تقويم الطالب وتمكنه من المعارف والمهارات التي تعلّمها في الدرس» 
وليتابع بقية دروس الوحدة » ونجدُ في كل وحدة عدداً من الفقراتٍ المميّزة التي تُجْمِلُها فيما يأتي: 
ه المقدمة: وهي مقدّمة تحفيزيّة تهدف إلى تنمية اتجاهات إيجابية نحو الرياضيات واحترام ما 
قدمّه العلماء من إسهامات في ميادين العلوم المختلفة. 
ه انطلاقة نشطةٌ: تهدفُ إلى تعزير المهارات الأساسية التي يحتاجها المتعلّم مزودة بأسئلة 
ه أمثلةٌ: تتضمن مختلف الفقرات الموجودة في الدرس وهي في أغلب الأحيان تعرض حلولا 
نموذجية جرى صوغها صياغة لغوية سليمة وبأسلوب منهجي علمي لتكوّن نماذج يجب اتباعها 
عند حل الأشطة .والتدرييات والعسمائل: 
ه تكريساً للفهم : تطرح سؤالاً هاماً للمناقشة يتعلق بفكرة الدرس الأساسية في مادة التعلم والإجابة 
عنه بطرائق متعددة موضحة بالأمثلة المناسبة لتكريس الفهم عند المتعلم حيث تتم إعادة طرح 
أفكار الدرس بأساليب مختلفة. 
ه أفكار يجب تمثلها: وهي فقرةٌ يجري فيها التنوية إلى قضايا ومفاهيمَ أساسيّة في الوحدة حيث 





منعكساتٌ يجب امتلاكها: وهي فقرةٌ تتضمن إرشادات للمتعلم على كيفية التفكير قبل البدء 
بالإجابة عن سؤال؛ وما هو المنعكس السريع الذي يجب أن يتبادر إلى ذهنه وكيفية استعمال 
القضايا والمفاهيمَ الأساسيّة في أمثلة توضيحيّة. 

أخطاءٌ يجب تجِنْبّها: حيث جرت الإشارة إلى بعض الأخطاء الشائعة التي يقع فيها الطلاب 
عادة» أو المفاهيم التي يستعملها الطلاب في غير مكانهاء أو بأسلوب منقوص. 

أنشطة: في نهاية كل وحدة مجموعة من التمرينات والتطبيقات الحياتية صيغت على شكل 
أنشطة تفاعلية. 


لنتعلم البحث: وهي فقرة تُدَرب المتعلّمَ على طرائق حل المشكلات وتشجّعْ التعلّم الذاتيّ عن 
طريق تزويد الطالب بمنهجية التفكير الاستقصائي وجَعْلِه يطرح على نفسه الأسئلة الصحيحة 
بهدف الوصول إلى حلول المسائل ثم صياغة هذه الحلول بلغة سليمة. 

قُدُماً إلى الأمام: وهي تمارين ومسائل متنوعة ومتدرجة في صعوبتها تشمل في بعض الأحيان 
مواقف حياتية تُتيحٌ للمُتعلم فرص تعلم كثيرة وتعزز مهارات حل المساتل والتفكير الناقد لديه. 


وهكذا كانت الوحدة الأولى (تذكرة بالمتتاليات الإثبات بالتدريج أو الاستقراء الرياضي) وهي مراجعة 
ومتمّمة لما تعلمه الطالب في بحث المتتاليات في منهاج الثاني الثانوي. 

الوحدة الثانية (التوابع: النهايات والاستمرار) متضمنة عدداً من الدروس الأساسية لتكون تمهيداً 
لوحدة نهاية متتالية ودراسة التوابع» بدءاً من نهاية تابع والعمليات على النهايات ومن ثم المقاربات 
والتوابع المستمرة وحل المعادلات والذي يجد الطلاب بوجه عام صعوبة في استيعابه عند عرضه 
للمرة الأولى. 

تم تأتي الوحدة الثالثة (الاشتقاق) لتضم مراجعة لما تعلمه الطالب في الثاني الثانوي واشتقاق تابع 
مركب ومشتقات من مراتب علياء وعدداً من تطبيقات الاشتقاق في دراسة اطراد التوابع وفي تعيين 
القيم الحديّة محلياً والتمهيد لدراسة التوابع. 


وندرس في الوحدة الرابعة مفهوم (نهاية متتالية) ليستفيد الطالب من الخبرات السابقة لتطبيق ما 
م في دراسة تقارب المتتاليات المطردة والتعرف على المتتاليات المتجاورة. 








- ونتعرف في الوحدة الخامسة (التابع اللوغاريتمي النيبري) وفي الوحدة السادسة (التابع الأسي)» 
الخواص والمشتقات ونهايات تتعلق بكل منهماء ودراسة توابع تشتمل على توابع أسية ولوغاريتمية. 
- واخيراً نتعرف أداة رياضياتية فائقة الأهمية تفيد في العديد من المجالات التطبيقية والبحتة وفي 
الميكانيك وهي (التكامل والتوابع الأصلية). 
وهنا نريد التأكيد على أنّ تحقيق الأهداف المرجوة من الكتاب في تنمية مهارات التفكير المختلفة 
وخاصة مهارات التفكير الناقد والتفكير الإبداعي»: يتطلّب من المدرّس أن يؤدي دور المُيسر والموجّه 
للعملية التعلّمية» فيطرح التساؤلات المُناسبة» ويختار المناسب من الأمثلة» ويرتب الأفكار ترتيباً منطقيّاًء 
ويوجه ممهداً الطريق لحل المسائل» ويصوغ الحلول صياغة لغوية سليمة على السبّورة. 
وفي النهاية» نريد أن نتوجّه بالشكر إلى عدد من الزملاء الذين قدموا إلينا أشكالاً مختلفة من 
المساعدة» فمنهم من أبدى ملاحظاته على المسودات الأولى من الوحدات؛ ومنهم من حل المسائل أو 
تحقّق من صحتهاء ومنهم من ساهم في إعادة صياغة بعض الفقرات. 
وأخيراً نأمل من زملائنا الإسهام معنا في إنجاح هذه التجربة الجديدة وتزويدنا بمقترحاتهم البتّاءة 


المتعلقة بهذا الكتاب متعاونين معاً لتطوير الكتاب المدرسي باستمرار. 


المعدون 





احتوى 


0 صر #بالمتتاليات» والوثبات بالتد ميج 


1. عموميات عن المتتاليات ا 0 
2. البرهان بالتدريج أو بالاستقراء الرياضي 1 1 22*01 
تمرينات ومسائل ا 


1. نهاية تابع عند اللانهاية 00 
2. نهاية تابع عند عدد حقيقي 101110101011109 
3. العمليات على النهايات تر غ3 
4. مبرهنات المقارنة ا ا 
3" نهاية تابع مركب 000 
قر المقادب العائل ا 0 
7 اتاد لبي يي يي يي يي 5252111111 
6 التوابع المستمرة وحل المعادلات 3111711000 
أنشطة 0 
تمرينات ومسائل 111111131011111 


1. تعاريف (تذكرة) 111100 1 311232371101« 
2. مشتقات بعض التوابع المألوفة (تذكرة) 17595 ”2 





ه6 6ه 66و ووو ووو ووو وووو ووو ووووووه: 


6ه هه مهم وول ووو ووو ووو ووو ووووووه 


66# وموم ووو ووو وووو ووو وووووووووووه: 


وفوف ه666 وو وو لود وو ووو ووو ووو ونوووه 


6666 66م ووو ووو ووو ووو وووووووووو: 


ههه ةو ووو ووو ووووووووووووووووووه: 


#م هعم مل لود وود ووو ووو ووو ونوووه 


6# هه ووو وو وو ووووووووووووووووووه: 





4 نهادة متتالية 113 





1. نهاية متتالية : تذكرة ا 12*57 
2. مبرهنات تخص النهايات ددددببب-00000000000000 
3. تقارب المتتاليات المطردة ل 1 
4. متتاليات متجاورة م ا 10 
أنشطة اال ا م 1 
تمرينات ومسائل 10[ [ز[1[1[1[1[1[1[1[ 1[ 0007 


9 التامع اللوغا مي النييري 147 


1. التابع اللوغاريتمي النيبري م 1 
2. لوغاريتم جداء ضرب ا 1[1[1[1[|[1[ز1 1[ 1[ 000077 
3. دراسة التابع اللوغاريتمي 17 ل ل ل ل1آ1آ1[زط1[1ذ[ذ1[1[1[4+41[1|[|[||ظ|[|[ [ [ [ 5ش ”غ079 
4. مشتق التابع المركب :هه دآ دب 0“ 012 
5. نهايات مهمة تتعلق بالتابع اللوغاريتمي ا ار ا ا ا 
أنتشطة دببببب75+++<+<+ظ<+<+1|1|1إ1|[|[ [ [ 0007077 
تمرينات ومسائل م 1 


60 التادم الأسى 181 


1. التابع الاسي النيبري اماس ل اانه و امس الماح مالي ال و 1 
2. خواص التابع الأسي :ب7 12111000 
3. دراسة التابع الأسي م يي م اا 000 
4. نهايات مهمة تتعلق بالتابع الأسي 1017 
5. دراسة توابع من النمط ”م جه ته (0 < م) 00000000 
6. معادلات تفاضلية بسيطة جام سس سس سا ا ا ا 
أنشطة م م م 2008 





6 التكامل والتواام الأصلية 


1. التوابع الأصلية ئب“ب 00 ا'0ا01350 
2. بعض قواعد حساب التوابع الاصلية 20300 
3. التكامل المحدّد وخواصه 21 
4. التكامل المحدّد وحساب المساحة الا 211111111111 





تذكة بالمتتاليات 
الإثبات بالتدرج 


09 عموميات عن المتتاليات 





لنتأمّل أححية سيطة نسمّى برح هانوي, وه أحمية اخترعها عام 1883 عام 
الرياضيّات 111625[ 50113104. تعصى 5 من ماني أقراص مثقوبة المراكرء مكدّش 
بعضها فوق بعضٍ لبعا لتناقص قياساتهاء أي بحيث يكون الصغير فوق الكبير, 
ويخترقها جميعاً واحدٌ من ثلاثة أعمدة كما يبيّن الشكل : 





ر( و م 


هاأسسطسكت 





الهدف هو تقل كامل البرج إلى أحد العمودين الآخرين مع الالتزام بالشرطين 
الآتيين : 
د يُسمح بنقل قرصٍ واحدٍ فقط في النقلة الواحدة. 

ه الا يسمح بوضع قرصٍ فوق قرصٍ أصغر منه. 

عرض 5 نا لعبته: وذكر أسطورة حي قصة برح أكبر ٠‏ يسهى 0 براهماء 
مكوّنٍ من أربعة وستين قرصأ مصنوعاً من الذهب الخالصء» وثلاثة أعمدة من 
الألماس. في البدء وُضعتُ هذه لاص أذهية مرقة نما لتبايها فوق أعد 
الأعمدة. وأمرت جموعة من الرهبان بنقل البرح إلى العمود الثالث مع الالتزاء 
بالقواعد التي سبق ذكرها. وانطلق الرهبان يعملون ليل نهار لأداء هذه المهدة 
تمن أن اي الع سع عند اجام من قل الج 

من غير الواصم | أنّ يكون لهذه الأحمية حلٌ. ولكنّ القليل من التفكير» ورا 
عض التجريب» مكن أن يقنعانا بإمكان الحل. والسؤال المطروح: ” ما هو أفضل 
مأ نستطيع تحفيقه ؟*. أي ما هو عدد النقللات اللازم والكافي لآداء المهمة ؟ 





6 






:0 ةبالماليات» والإثبات بالتدرمم 


نشاط التجربة والملاحظة والاستقراء. 


كثيراً ما يوجّه الانتقاد إلى علم الرياضيات بأئّه لا يتضمن في جنباته شيئاً من المُلاحظة والتجربة 
والاستقراء كما نفهم هذه التعابير في العلوم الطبيعية. 
ولكن من المؤكّد أنَ عمل الباحثين الذين عملوا ويعملون في مجال الرياضيات يتضمن الكثير من 


الملاحظة والتجربة والاستقراء. الاستقراء في المُعجم هو استخلاص نتائج عامّة من النظر في حالات 
خاصة. لا تتطلّب الملاحظة والتجربة في الرياضيات تجهيزات مُكلفة كما في علوم الفيزياء أو الفلك أو 


غيرهاء بل مُجرّد قلم وورقة نكتب عليها. 


لنتأمّل مثلاً الأعداد الطبيعية الفردية: (...,41,3,5,7,9 وليكن ,5, مجموع أوّل 2 عدداً منها. 
نشئ جدولاً يضم القيم التي يأخذها المقدار ,5, بدلالة 7: 





أنشئ جدولاً في دفترك تستكمل فيه الجدول السابق بحساب قيم ,5, الموافقة في حالة ...,5,6,7 - ,: 
أتلاحظ نمطأً؟ اقترح صيغة تُعطي عبارة ,5, بدلالة 7. 


ها أنت قد أجريت تجربة رياضياتية ولاحظت نتائجها واستقرأت صيغة تُعطي عبارة مجموع أَوّلُ 7 عدد 
طبيعي فردي بدلالة 7. ولكن كيف تُثبثُ صحّة استقرائك إثباتاً رياضياتياً ؟ هذا ما سنتعلّمه في هذه 
الوحدة. 





© عموميات عن المتتاليات 
المتتاليةة هي تابعٌ مجموعة تعريفه هي مجموعة الأعداد الطبيعيّة ]7. أو أية مجموعة جزئية غير 
منتهية منها من النمط +...,2 + 1,7 + 1,70 حيث ,7 عددٌ طبيعي معطى (يمكن أن يتغير 
من متتالية إلى أخرى). نرمز إلى المتتالية بالرمز ,.,[ ,ب) أو 
المتتالية ذا الدليل 7. 
للمتتالية عددٌ لا نهائيٌ من الحدود بقطع النظر عن قيم هذه الحدود. فحدود المتتالية ,.., (,:؛) 


المعرّفة بالعلاقة "(1-) - ,.* تأخذ فقط القيمتين 1+ و1--. كما إِنّ 


<1 





[ ,نه ). ونسمي 07 حد 
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1 . تعرس مسالية 

أ نين لع در سين 1١‏ يسية اس ال شت كيه ين كا ا 
7 
(0)/ ح- ,»ه حيث / هو تابع معرّف على ]00+ ,0] مثل 1 + به + 2ل - ()/ مثلا. 
2 بالتدريج. 

أي أن يُحسب الحدٌ ذو الدليل « بدلالة الحدود التي سبقته. كأن تُعرّف المتتالية ,<,( ,,») بأن 
تُعطى الحدّ .» ثُمَّ نعطى علاقة» تسمّى علاقة تدريجيّة» تفيد في حساب كل حذّ من حدود 
المتتالية بدلالة الحد أو الحدود التي سبقته. 

لنتأمّل مثلاً المتتالية ,. (,0) المعرفة انطلاقاً من حدّ البدء 3 - ,» والعلاقة التدريجيّة 
- 2 ح ,.ب»» تسمح هذه المعطيات بحساب حدود المتتالية ١,‏ ,,») واحداً إثر آخر. 

-ح 2 ل 5 ح يله 47 ح- 2 - 1 ح ونه,7 ع 2 - 0 ح إلا 

ونلاحظ في هذا المثال. أنه يمكن التعبير عن الحدٌّ ,,,,:» تابعاً للحدّ ,,» الذي سبقه أي 
( ,له ) 7 ح رب » والتابع 1 هو التابع كا 00" 

9 بوجه عام» إذا كان / تابعاً معرّفاً على المجموعة 7 » وتحقّق الشرط 


مهما يكن العدد : من 7 يكن (5) عنصراً من 7 أيضاً 
أمكننا تعريف متتالية ١,‏ ,,»ه)» بإعطاء حدٌ البدء ,» من المجموعة 7» والعلاقة التدريجيّة 





( رله) [ 7 بيرلا ٠‏ 
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9 مخز 
أصحيحٌ أنَ آحاد جميع حدود المتتالية التي دليلها أكبر من 1 تساوي 7 في في المثال السابق؟ 


1. جهة اطراد مكالية 


© تعريم 1 


نقول إِنَّ المتتالية ,. ,,») متزايدة تمامآ إذا وفقط إذا تحقّق الشرط 


مهما تكن 2 + يكن درلا >> ورلا ٠‏ 
ونقول إِنّ المتتالية . ( ,") متناقصة تماما إذا وفقط إذا تحقّق الشرط 
11-70 
مهما تكن > ون يكن 1 ديبلة ح ررلة ٠‏ 
وتكون المتتالية .. (,) متزايدة إذا وفقط إذا تحقّق الشرط 
11-6 
مهما تكن 0 1 يكن 1ديرلة > ورلا ٠‏ 
كما تكون المتتالية . . ( ,») متناقصة إذا وفقط إذا تحقق الشرط 
11-0 
مهما تكن > يكن اد - برلا ٠‏ 
وأخيراً تكون المتتالية .. ( ,») ثابتة إذا وفقط إذا تحقّق الشرط 
11 
مهما تكن 0 710 يكن 1 دسلا - ررلا ٠‏ 
نطلق على المتتاليات التي تحقّق أحد الشروط السابقة اسم متتاليات مطردة» ويبيّن لنا مثال المتتالية 
م<,( ,,:») المعرّفة بالعلاقة "(1-) - ,؛ أنّه توجد متتاليات غير مطردة. 
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9 لدراسة اطراد متتالية م<,( ب»ه)ء» نقارنء» أي كان العدد الطبيعي «7» العددين ,نه و 1_بره وذلك 
بدراسة إشارة الفرق ,,:ه - :,,:» أو بمقارنة النسبة 5211 والعدد 1 في حال كون حدود المتتالية 
1 1 


7 


موحدة تناف : 
1ق , الثاني ةلحسامة 
© تعريم 2 

نقول إن المنتالية ., 


« + به - ررره أيّآً كان العدد الطبيعي 7. نسمّي العدد 7 أساس المتتالية الحسابيّة 
(,:). إذن في متتالية حسابيّة ننتقل من حدٌّ إلى الحدّ الذي يليه بإضافة العدد الحقيقي نفسه. 





)له متتالية حسابيّة إذا وُجِدَ عدد حقيقيى 7 وتحققت العلاقة التدريجية 


1-0 





© 





وفي هذه الحالة» أياً كان العددان الطبيعيان 77 و 7» كان 
رو مسار اهلك لاك ينا 


واذا كان 5, مجموع 7 حداً متتالياً أؤلها © وآخرها #4 من حدود متتالية حسابية» كان 


(7 + ه)1 6 
2 
وبوجه خاص 
للحت - م ...3ق +11 
1.. المشالية المندسية 


7 تعريوم 3 


نقول إِنَّ المتتالية ,.,( ,) متتالية هندسيّةٌ إذا وُحِدَ عدد حقيقي ٠+‏ وتحقّقت العلاقة التدريجيّة 

,» »ا و ح بره أيَآَ كان العدد الطبيعي 7. نسمّي العدد + أساس المتتالية الهندسيّة م( ,,:»). 

إذن في متتالية هندسيّة ننتقل من حدّ إلى الحدّ الذي يليه بالضرب بالعدد الحقيقي ذاته. 

عندتة: أيآ كاق. العذدان. الطبيعيان :9 و :ته كان 
00000 حت رلا 


واذا كان 5, مجموعٌ 7 حداً متتالياً أوَلها © من حدود متتالية هندسية أساسها 1 عد و » كان 


7 بده 
00 
و 
وبوجه خاص 
7 1 
ححا در 
0- 





...ل و الي ردي ريده زه رهس ون ان د ثرو 
أي إِنّ "4م- ”2 هو جداء ضرب (0-) بمجموع جميع الأعداد 07" حيث ٠»‏ و8 عددان 
طبيعيان مجموعهما يساوي 1 -0. فنجد مثلاً 
ال ا در 
فى الحقيقة» المساواة واضحة فى حالة 0 -7 أو 0 - . وفيما عدا ذلك» نعوض 4 - و فى 
1-9 
1-0 


د “او سنو "ومو ب 


0 








م 


ونجد المطابقة المرجوة عندما نضرب طرفي المساواة الأخيرة بالعدد (0 - :)1-”:. 


42 دراسة إشارة الفرق لهك ح- وربلا ٠‏ 


2 
لنتأمّل المتتالية .. ( ,») المعرفة وفق الصيغة كك .» في حالة 1 < 7. لدينا 
06 1 


1-مبثم _ 1 لجس 1+1-+0) 


0 0 ل ا را 
(1 +210 1 (1 +28 





أن ا أن 2 2 ا 9 00 
إشارة ,,» - ىه تمائل إشارة 1--7+ 75. ولان 1 < «»ء فإن 0 < 0-1 و 0 < ”5م إذن 


0-1 + 02 موجب تماماً في حالة1 < «. إذن .. [ ,:) متتالية متزايدة تماماً. 


1-1 
© كتابة (0)/ ح ,,:» إن أمكنء ثم دراسة اطراد التابع / . فإذا كان التابع / مطرداً على المجال 
إمه--,] كانت جهة اطراد 55 ,ه) هي نفسها جهة اطراد / . 


لنتأمّل المتتالية ,,.(,0) المعرفة بالصيغة *(0-1) ح ,ه في حالة 0 < 2. نرمز بالرمز 
/ إلى التابع المعرف على 12 وفق “(2-1) +ا2. عندئذ (20-1 - (02/. ولآن 
0 < (ه)”م في حالة 1 < #ء استنتجنا أنّ / متزايد تماماً على ] مه+ ,1]. فالمتتالية ,ى,,(,ن) 
متزايدة تماماً بدءاً من الحد ذي الدليل 1 ح- ,7. 





(© عندما تكون المتتالية م.,(,,») ذات حدود موجبة تماماء يمكن أن نقارن بين -- والعدد 1. 


7 


| كقال]| ننتامر المتتالية ردكا المعرفة على !1 وفق 8 - له . جميع حدودها للا موجبة 


2 - هد أي كان العدد الطبيعي 2 إذنء أياً كان العدد الطبيعي ء كان 
ل 


7 


تغاما» ولفينا 


200 ء 

731 م1[ ون 

[ > لمت أو ,نه > و,.,ه. فالمتتالية , 
4 


,سه متتاقصية ثماما . 
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[ه* تدر 


0 ليعن 5-5 0 في حالة لا[ ي ىر . اننت ان المتتالية مح( يرلة) متتالية هندسيه وجد أساسها. 


© الأسئلة الآتية تتعق بمتتاليات حسابية أو هندسية : 


ا ا 0 1 0 
© 1 متتالبة هندسبه فيهاً ب ح بن متش جح نة. أحسب مونة. 
د( ,له) متتالم به فيها 10 375 217 1 0 


© و,(ي») متتالية حسابية أساسها 3 وفيها 2- - ,.ه. احسب ,» بدلالة «» واستنتج قيمة 
المجموعين رولا + رولا + ووله و ورله + 1-0-١‏ ولا + 1 . 
© ,حء,(,») متتالية هندسية أساسها 3 وفيها 2- - ,ه. احسب ,» بدلالة ٠7‏ واستنتج قيمة 
المجموعين صلا 1 ٠٠١‏ ]- ولا 1 إلة وق إرولة - ٠:٠١‏ ولة ]- إلا ]- ولا ٠‏ 
© ود( ,) متتالية حسابية أساسها 2- وفيها 3- ح ,ه. احسب وريه + +٠٠١‏ ويلا + وين . 
© ودرلينة) متتالية هندسية أساسها 2 وفيها 1 ح- ,نه . أحسب ورنه + +٠٠١‏ ينا + ونا . 
© احسب المجموع 10 +7...+2+34+ 2 + 3 +1 + 1 ح قق. 
© » و 8 و »ء ثلاثة حدود متوالية من متتالية هندسية. احسبها علماً أن 
5 عع ل ٌُْ بل هن و 343 ع ع زه 


2( 





3 | ,») متتالية معرفة تدريجياً وفق اا ا 


ح ٠.‏ 
1-0 1-1 
2 10 ب 1 


© تحقق أنّ 0 < ,” أي كان العدد الطبيعي 7. 


© أثبت أنّ المتتالية , ( ,ه) المعرفة بالعلاقة ل - ,:؛ متتالية حسابية. 














0 
© استنتج عبارة 0 بدلالة م,7. 
27-1 
0 ك0 © 1 رز يواح .نه 6 1 00 
17 4 ل ,7 
6 1 ل [ ل 310 ه 000 
2+1م "” ل 50 الى 
0 2 حت رلا نه 1 - ولا 5 1 ح- ولا 
0-0100 5 0 ببلاك - بيرلا 














© البرهان بالتدريج. أو بالاستقراء الرياضي 
1.2. أهمية الإثات بالند رم 


في حالة عدد طبيعي موجب تماماً ”7 نرمز بالرمز (5)0 إلى المساواة: 
« “م +... +2 + ]) ع ثىم ب... ب 23 بس 15» حهج (ام 


من الواضح أنّ (4/)1 صحيحة لأنّ 1 - 13. و(7)2 صحيحة: لأنّ 217 + 1) - 23 + 13. كما إِنَّ 
(7)3 صحيحة:؛ لأنّ 3(7 + 2 + 1) - 33 ل 23 ل 13. 

ولكن» أتكون (7)0 صحيحة أياً كان العدد 7؟ وفي حالة الإيجاب» كيف يكون الإثبات ونحن لا نمتلك 
القدرة على التحقق عدداً غير منته من المرات؟ 


الإثبات بالتدريج أو الاستقراء الرياضي ينص على 
أته كي تتمكن من صعود المُلّم والوصول إلى أية درجة 
دليلها 7 يحقق م < ”» يكفي أن تتمكن من الصعود 
إلى الدرجة القاعدية التي دليلها م7» وأن يكون بإمكانك 
الصعود من أية درجة دليلها م إلى الدرجة التي دليلها 
1 + م التي تعلوها مباشرة. 





وبصياغة رياضيّاتية» لإثبات صحة خاصة (7)0 تتعلّق بالعدد الطبيعي « في حالة ,0 < 7. 
© نثبت صحة هذه الخاصّة في الحالة القاعدية م« - 7. 
© نثبت في حالة ,« < م أنْ صحّة (م)27 تقتضي صحّة (1+ م)1. 

وعندها نستنتج صحّة الخاصّة (7)0 أياً كانت قيمة 7 أكبر أو تساوي ,7. 
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وص متى نستعمل الإثبات بالتدريج ؟ 





في مجموعة من النمط ل« < 7 : !1 © 17. 


وص كيف نستعمل الإثبات بالتدريج استعمالة صحيحاً ؟ 
9 
يجري الإثباث بالبرهان بالتدريج وفق الخطوات الاتية: 
© أولاآً يجب أن نكتب وبوضوح الخاصّة (257)0 التي تتعلّق بالعدد الطبيعي 7 والتي نرغب 
بإثبات صحتها في حالة م < . وفي أغلب الأحيان يكون 21 ىه" أو 1ك داه 
0 نثبت صحة هذه الخاصة في الحالة القاعدية ,« - ,»: أي صحة (7)0 . 


2) + 1 


5 ح 3م ...لس 23 ب 13 


الحل 





© الخاصّة المطلوبة (27)27 هي المساواة: 


9 2 
» السك ان و اك وه باد ك5 153« حي (01)ل1 


ونريد إثبات صحتها في حالة (0 -ع)1 < 7. 


0 0 ا 0 
0 الخاصة )101 صحيحه لآنها ننص على المساواة الواأضحة ا 2 


2 2 


15+ م) + ثم ب ... + 23 + 13ح 15 + م) ب ثيس + ...+ 23 + 13 
17 + )72 
4 
2 
[4 + مه + نم) الفط 5 
4 


"لاد 


“2 + م12 جم _ 
4 


وهذه هي تحديداً الخاصّة (1 + 257)0» فنكون إذن قد أثبتنا صحتها اعتماداً على صحة (7) . إذن 
(7)0 صحيحة مهما كان العدد الطبيعي الموجب تماماً 7. 


6 








9 لقد رأينا عند دراسة المتتاليات الحسابية أن 


الاك 000 
إذن 
17 + )702 
4 
فإذا استفدنا من المثال السابق استنتجنا أَنْ 


- “م + ... + 2 + 1) 


“7 + ... + 2 + ]) - روك عوب يد 29 حك 13 


أثبت أنه مهما كان العدد الطبيعي « كان 2 + ”4 مضاعفاً للعدد 3. 


الكل 
© الخاصة (7)0 المطلوبة هي 
« 2+ ”4 مضاعف للعدد 8» حي (1)0 

© الخاصة (5)0 صحيحة لأنها تنص على أنّ 3 - 2 +1 - 2 + 47؛. مضاعف للعدد 3. 
© نفترض أنَّ (7)0 صحيحة., أي إنّ 2 + "4 مضاعف للعدد 3. ثُمّ نلاحظ أنّ 

6 لاحك "لمر كح وادد 8ه ك4 هر رزام لل داو دا ير اود وباو 173 
بحسب افتراضناء 2 + ”47 مضاعف للعدد 3» إذن (2 + ”4)4 مضاعف للعدد 3» ومن ثم يكون 
2-6 + ”4)4 مضاعفاً للعدد 3 لأنه مجموع مضاعفين للعدد 3. فالقضية (1 + 7)0 صحيحة. إذن 
()5 صحيحة مهما كان العدد الطبيعي 7. 


[ه>< تحدوويم 


0 نعرف في حالة عدد طبيعي 1 < + المقدار “رودن معن كزين فوس 18 كح قن 
© احسب ,5 وي و و3 وي5. تم عبر عن ,5 بدلالة ,5 و0. 
© أثبت بالتدريج أنه في حالة أية عدد طبيعي 1 < + لدينا : 
1+ 5ثانا + مامه _ 
6 1 
© ليكن 1- < ه. في حالة عدد طبيعي ” نرمز (7)0 إلى المتراجحة :مم +1 < "( + 1). أثبت 
أنّ المتراجحة (75)0 محققة أياً كان العدد الطبيعي 7. 


.6 
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تيه ترينات ومسائل 


6 ندر اي المتتاليات وديا 07 الاتية مطردة (ربما بدءا من حد معين 0007 








6 3+1 ح بله © ادك © 27> 1 
2 ل ,7 
11 2 
رك ل1-|-,ه © 0 6 اك 7 
7 11 !1 
69 “تلت 0 “ا 577 بك ده 1 كن 3 © 
2 2 2 + 0 1 را 2 + 32 را 


تقر أن 1(...»1 - )2< > !4 في حالة عد طبيعي :: موجب تمامأ وأن 1 - 01. 


60 المتتانية م<,,( ,,ه) معرفة وفق 2 ح مله و 20-3 -ح به في حالة أي عدد طبيعي 7. 
0 احسب ]0ا» 80» ولاء 4لاء جا ثم خمّنْ عبارة ,,ه بدلالة 7. 


© بحساب عبارة 3 - ,,ه عند كل 0 < «» عبّز عن ,,ه بدلالة 7. 


© المتتالية معو ) معرفة وفق 3 - 20 قوق 4 ل وب 1 ربل في حالة عدد طبيعي !1. 


أحسب بلا » ول » هلا » إلة» وله وحْمنْ عبارة 01 بدلالة ,7 نم حدد 07 بدلالة ,7. 


0 1-(1-+ م) -ح إم »< م ل ... + إق »ا 3 + !2 < 2 + 1. 


8 ظ2-دو ع إونى 


5 1 9 ٠ 
في حالة عدد طبيعي [ < _ء ليكن 2 + ... ل 2 + 2 +1 - ,نه و انه - مون - ,0. أثبت‎ (([ 
7 1 1 


أنّ المتتالية ( ,.ه) متزايدة تماماً. 


١ ©‏ مو » ثلاثة أعداد حقيقية و0 عد ». نعلم أن 0 و 5 و © هي ثلاثة حدود متعاقبة من 
متتالية هندسية» نرمز إلى أساسها بالرمز 4. كما نعلم أنَّ 30 و 20 و © هي ثلاثة حدود متوالية 
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لنتعام البحث معأ 





نتأمّل المتتالية محل برلة) المعرفة تدريجياً وفق 7 ح وله و 10-18 -ح رربره عند كل عدد 


5 


نحو الحلّ 


كك 


نعلم أنه في حالة متتالية معرفة بعلاقة تدريجية» يمكننا حساب ,» بشرط أن نكون قد عرفنا 
الحدود التي تسبقه. والمطلوب هنا هو إيجاد طريقة لحساب ,,ه مباشرةً بدلالة 7. في هذا النمط 
من المسائل» نحسب حدوداً أولى من المتتالية ثمَّ نحاول في كل حالة الربط بين قيمة الحدّ ودليله. 
أحسب إلاء ولاء ولاء إلاء ولا.. 

نجد أن كل حد من الحدود المحسوبة يبدأ من اليسار بالرقم 5 وينتهي بالرقم 2» ويوجد بينهما عدد 
من الأصفار يتعلق بقيمة «» أي بدليل هذا الحد. بالتأكيد» سيسمح لك هذا بالتعبير عن ," 
بدلالة ,,7. 

1. عيّن عدد الأصفار المشار إليه أعلاه عندما تأخذ 0 القيم 1» 22. 3» 4 و5. 

2 ما عدد الأصفار بدلالة 7. 

3. تحقق أن 2+ 10#< 5 ح ,»ه في حالة م من (11,2,3,4,5. 

4. اقترح صيغة للحدّ ,» بدلالة . ثم أثبت صحة اقتراحك أي كانت 7. 


(( متايه منسيد هيم 


نتأمّل المتتالية م..,(,؛) المعرفة تدريجياً وفق 
2 1 
ح- ملا و 1 7 لاي - اجمنا * 
© عيّن كثير حدود من الدرجة الثانية 2 بحيث تُحقّق المتتالية ,.,(,4) التي حدها العام 
بحاي 6 8 1 1 ع 2 
(2)0 ح » العلاقة التدريجية (*) نفسها أي م + 5م + 2 كذاى أ اياكافة اه 
© أثبت أنَّ المتتالية ,.,(,0) التي حدها العام ,+ - ,:» - ٠,‏ هي متتالية هندسية. 
© اكتب عبارة برلة كم بب» بدلالة م و ى. 
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98 نحو الحل 
4 نبحث عن كثير حدود من الدرجة الثانية 2 . لنكتبه إذن بالصيغة 6+ م6 + مم ع (2)0. 
لتعيين الأمثال © و5 و» نستفيد من كون المتتالية التي حدها العام (7)0 -ح ,+ تُحقق العلاقة 
التدريجية. 
1. بيّن أن م.,(,4) تحقق العلاقة التدريجية (*) إذا وفقط إذا كان 
|2 +م+هوا+م ا ب2, |1 
71 0 2 
أياً كان العدد الطبيعي 7. 
1 استنتج من ذلك جملة بسيطة من المعادلات تحققها 0 و6 وء. كم عين هذه الأعداد. 
4 لإثبات أن المتتالية ,.,(,0) هندسية»ء يكفي أن نجد عدداً و بحيث تتحقق المساواة ,00 > ,,,0» 
عين 0. 
5 بمعرفة 08 و + يمكننا استنتاج ,0» ثُمَ لأنّنا نعرف ,+ يمكننا إنجاز المطلوب. 


قدماً إلى الأماء (9© 


تُعطى عددين حقيقيين 0 و( ونفترض أنّ 1 عد 0. نتأمّل المتتالية .,(,0) التي تحقق 
م + ,مه ح ,ره أياً كان العدد الطبيعي (7. 
© عيّن تابعاً / يحقق (,0)/ ح ,,,ه أياً كانت قيمة 0 < 7. 
© احسب / حل المعادلة نه ح ()/ . 
سرت اماه 





محبر(ب):) حيث / - ,هه ح ,: . أثبت أن ,-,(,») متتالية هندسية» واستنتج 


3 ان وو فى 0 1 و ب . 
برلة بدلالة و© و6 و4٠‏ ثم استنتج 0 بدلالة هذه المُعاملات. 


4 ح- به ,1 ح ولا 





)1 م 0 له 6 0 51 0 1سرلا 
© عين عددين حقيقيين + و5 يحققان 5 - 6+ 0 و 6ح (0. 
© لتكن م-,(,”) المتتالية ,هه - ,,,ه - ,ا . أثبت أنّ ,.,(,«) متتالية هندسية أساسها 5. 
© لتكن ,.,(,0) المتتالية ,6 - ,,,.ه - ,«ه. أثبت أنَّ ,.,(,ه) متتالية هندسية أساسها 0. 


© عبز عن ,ه و ,سه بدلالة 7. ثم استنتج عبارة ,ه بدلالة 7. 
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© أثبتء أيّآً كان العدد الطبيعي مء 2 < «»ء أنّ: 1(2+ «) < 72 »ا 3. 
© نرمز بالرمز (7)0 إلى القضية « 55 ل ”2 < ”3». 
© ما أصغر عدد طبيعي غير معدوم 27 تكون (7)7 صحيحة عنده؟ 
© أثبت أنّ (5)7 صحيحة:, أيّآ كان العدد الطبيعي 7 الذي يحقق الشرط 5 < 7. 





68 نرمز بالرمز ()5 إلى القضية « 2(2+ م < *3». 
© أتكون القضايا (75)0 و (8)01 و (7)8 و(27)4 صحيحة؟ 
© أثبت بالتدريج أنّ القضية (77)0 صحيحة عند كل عدد طبيعي 7 يحقق الشرط 3 < 7. 





© « 5 + ”4 مضاعف للعدد 3». © « 1- 235 مضاعف للعدد ”7». 
© « م2 + 3م مضاعف للعدد 8». © « 25+2 سب 3251 مضاعف للعدد 7». 





(©© نرمر إلى القضية « يقسمٌ العددذ 9 العدد 1 + ”10» بالرمز (8)0 » في حالة 11 © 7. 


© أثبت أنه إذا كانت (5)0 صحيحة عند قيمةٍ للعدد » كانت عندئذ (1 + 17)0 صحيحة. 


© أتكون القضية (7)0 صحيحة على 51؟ برّزُ إجابتك. 






م-,(,:) متتالية معرفة وفق 1 -ح مره و ,+ 2/, ح ,,:ه عند كل 0 < 7. 
© أثبت أنّ 2 > ..ه > 0» أيّاً كان العدد الطبيعى . 
© أثبت أنّ المتتالية ..,(,) متزايدة تماماً. 


ل ف عه 2 لك إنلاة 
مح( برلة) متتالية معرفة وفق [ - 20 قو 6م > تجلا عند كل 0 ح 7. 


2 + :34 3 ش 5 7 
جا متزايد تماما واستنتج أن 1 > ,ه > لء أيا كان العدد «7. 
0 مدر واستنتج ان 1 > ,كا > و نْ 


© أثبت أن المتتالية مح,(,:) متتاقصة ماما . 





0 أثبنت ان التابع 








© 


سن ح وله و إله + 12 جح رركا فى خالة 11 7:2 


6 أاحسب بلة و ولا ٠‏ 





© أثبت بالتدريج» أنَّ 


7 





دمت 5" 
2 


مساعدة: تذكز أنّ 2082060 -ع 20 ووه + 1. 





في مستو 2, محدّث بمعلم متجانس» /7 هي مجموعة النقاط (1/),1 التي تحقق إحدائياتها 
المعادلة 1 - 572 - 2. ليكن / التابع الذي يقرن بكل نقطة (7,:ه)14 من المستوي 2 النقطة 
(/91 + نمك ,20 + :ه21')9» أي '11 ح (/3)/. لتكن ,5 النقطة التي إحداثياتها (2)1,0 ثُمَ 
لنتأمّل في المستوي 7 منتالية النقاطة و<,,(,5) المعرفة وفق: (,05/ - 5,,1.. أثبت أنَّ ,5 
نقطة من المجموعة /7 وأنّ إحداثياتها أعداد صحيحة. 


69 يمر إلى عدد حقيقي ويرمز 7 إلى عدد طبيعي غير معدوم. نضع 


((ا - م2) )وم + ٠...‏ ل (و5أوم» + (:دة)وم»ه + :2082© ح- 8 
© باستعمال دساتير مثلثاتية تعرفهاء أثبت أنّ: 
1 
)0 - 51200 ل (م ل 0 - 6058© ٠‏ 0 لق و 251206050 - (512)20 
© حوّل كلا من العبارتين الآتيتين من جداء نسبتين مثلثيتين إلى مجموع نسبتين مثلثيتين. 
٠ »05))20 + 1)‏ 2 مله و :60512 0-:511172 


© أثبت أن (:702) لزه 





(:08)103© - ,5 أياً يكن 1<« و ([ 2 > 8)ة عد به. 


5111 2 








© نهاءة امعد اللااءة 

© لايع وسار 

© العمليات على النهابات 
مرهنات المثامرلة 

© نابةتا ركب 

© المتامبامائل 

© الاستمرام 

التوابع المستمرة وحل المعادلاات 











يسكن عدنان سفح جبل عالٍ» وأراد يوم زيارة 
جدّه الذي يقيم في بيتِ يترتم على قة الجبل. هنال 
طريق واحدة من ببت عدنان إلى بيت جذه والرحاة 
نستغرق بهارأ كاملا من شروق الشمس إلى غروبها. 


أعدّ عدنان عُدّته وانطلق في رحلته في الصباح الباكر مع أوَل أشعة الشمس البازغة, 
وان في رحلة صعوده يستريج من وقت إلى آخر ويسقتع بالمناظر الخلابة» وفي بعض 
الأحيان يرجع على أعقابه لبقطف زهرة أو ثرة من شجرة. 


وصل عدنان إلى ببت جده عند الغروب ك) 
كان متوقعاء فالتقى جدّه وتسامرا وجمر نفسه لرحاة 
العودة في اليوم التاللي. انطلق عدنان عائدا إلى منزله 
م بزوع الشمسء كانت رحلة النزول أسهل» فراح 
سرع 06 وبطع يد الخرق» ويتونطيه لقاول 
الطعام. وصل عدنان إلى منزله مع غروب الشمس. 


أتعلم أنُهُ ,يوجد موقع على الطريق اشارت: فعده ساعة عدا إلى الونت نفسه في 








هذه ننيجة من مبرهنة القهمة الوسطى التى سندرسها في هذه الوحدة. 








التوابع النهادات والاستمرار 
نشاط 1 حل المعادلات 


الأشكال الآتية هي الخطوط البيانية لتوابع 'م/ معرفة على 18. 





الحل الهندسي لمعادلة 8 - (6©)م/ هو البحث عن وجود نقاط مشتركة بين الخط البياني م0 للتابع / 
والمستقيم 4 الذي معادلته م - /,,. في حالة كثير حدود من الدرجة الثانية» نعلم أنه يمكن حل المعادلة 
م - (0)/ حلا جبرياً. ولكن قد يستحيل حلها في الحالة العامة. عندها نرسم الخط البياني ,0 للتابع / 
ونرسم المستقيم 4 الذي معادلته # - ,إء فتكون فواصل النقاط المشتركة بين ,© و 4 حلولاً للمعادلة 
7 - ()م إن كان لها حلول. 
© رسمنا في الشكل المجاور الخط البياني لتابع 'م/ معرّف على 

المجال [0,4]. أياً كان العدد الحقيقي #/ المحصور بين العددين 1 

و 5» كان للمعادلة # - (5)/ حلول. لأنّ الخط البياني للتابع / 

مكوّن من «قطعة واحدة». نقول في هكذا حالة إنّ التابع مستمر 

على المكال. |0,4]: 2 4 1[ '0 


© أمّا في الشكل المجاور فنجد أيضاً الخط البياني لتابع /. معرف 
على المجال [0,4]. ولكن ليس للمعادلة # - (5)/ حلول عندما 
تكون 4 > # > 3. لاحظ أنّ الخط البياني ليس قطعة واحدة. 
نقول في هكذا حالة إِنّ التابع /, غير مستمر على المجال [0,4]. 
(هوء بالتحديد غير مستمر عند 2) 


- 
نم 
حلم 
جخ 





6 


الأشكال المرسومة أدناه» هي الخطوط البيانية لتوابع / معرّفة على المجال [3+,3-]. 


الل كلل © 
5 55 51 2 
لاب ضياهيا 


ملالا اهب 
2 اما |0 1 ا 
التنليلكلا 





© أي التوابع الثلاثة مستمرٌ على المجال [3+,3-] وأيّها غير مستمر عليه. 
© اذكرء في كل حالة» عدد حلول المعادلة # - (5)/» تبعاً لقيم 7. 








نشاط 2 استمرار ونهايات ومجالاات 


© تابع الجزء الصحيح 
أيَآٌ يكن العدد الحقيقي 2» يوجد عدد صحيح وحيد 7 يحقق 1 + 7 > > 7. يسمى العدد 7 
الجزء الصحيح للعدد الحقيقي » ويرمز إليه بالرمز ()7 . على سبيل المثال: 
3 - (عاء لأنُّ 1+ 3 > > 8 و 4- - (3.5-)8ء لأنّ 83- > 3.5- > 4-. 
في الشكل المرافق» ما رُسم باللون الأحمر هو الخط البياني لتابع 
مغرف على المجال 10,21]: 


© تحقق أنَّ التابع هو () جم به : 9 . احسب (7)1 . 
© هل (7)1 نهاية للتابع 5 في النقطة 1؟ 








9 مع أن التابع 7 معرف في النقطة 1» (1 - ()8) ولكن قيم (5)5 لا تتجمّع حول قيمة 
محددة (نهاية) عند اقتراب :ده من 1» فليس لهذا التابع نهاية عند 1. نقول إنه غير مستمر في 
النقطة 1. 
لاحظ أنّ الخط البياني لهذا التابع على المجال ]0,2] يتألف من قطعتين» فهو يعاني انقطاعاً عند 
1 - . نقول إنّ 8 غير مستمر على المجال |0,2]. 
© ارسم الخط البياني للتابع 7 على المجال ]2,5]. 

6. في أية نقاط من المجال ]2,5] التابع 7 غير مستمر؟ 

5. هل 8# مستمر على المجال ]13,5؟ علَلٌ إجابتك. 





60 





© صورة مجال 
صورة مجالٍ 7 وفق تابع / هي مجموعة الأعداد ()/ عندما تتحوّل : في 7 آخذة جميع القيم 
فيه. نرمز إلى هذه المجموعة بالرمز (71)/. 
© ارسم الخط البياني للتابع *:ه ب0 + : /. لاحظ أنّ / مستمر على 18 فهو مستمر على كل 
مجال. 
© عينء وفق / ء صورة كل من المجالات [0,2] و[2,2-] و[2,4-] و[2,هه -[ و 18آ. 


9 لاح أنه في كل حالة كانت المجموحة (1)/ محالاً. 





© نعهاية تابع عند اللانهاية 
1 التهابة الحقيقية ( أوالمتتهية) عند -ه+ (أو 0ه-)» والمقارب الأففقى . 


ليكن م تابعاً معرّفاً في جوار اللانهاية الموجبة 0+ » هذا يعني أنّ مجموعة تعريف /ر تحوي 
مجالاً من الشكل ]00+ ,0[ حيث 1 © 0. 


© تعريفم 1[ 


حول /» عندما تصبح + كبيرة بما يكفي. ونكتب / ع (2)ر مطنا ٠.‏ 


0ه لجر 


بصياغة أدق مهما اخترنا العدد 0 < ع فإن قيم ()/ ستقع 
داخل المجال اع + #,خ - 4[ بدءاً من قيمة معينة 4» وذلك 
كما هو موضّح في الشكل المجاور. 

في هذه الحالة نقول إنّ المستقيم الذي معادلته / - ن 
مستقيم مقارب أفقي عند هل ,. للمنحني 36 لذن المذ لمنحني 
يقنرب من هذا ١‏ لمستقيم عندما تزداد فيم :. 





ونعرّف بالمثل 7 - (5)/ ذا في حالة تابع / معرّف في 
جوار اللانهاية السالبة 0ه-. وعندئذ يكون المستقيم الذي 
معادلته / - 7ن مستقيماً مقارباً أفقيا عند 0ه- للمنحني ,©. 








6 


تذكر أنّ نهاية كل من التوابع الآتية هي 0 - / عند مه + : 
1 


ح جرج وو جربج وو جمارن (في حالة عدد طبيعي غير معدوم )و حاجابر 
4 1 ان ١‏ 1 7 
فالمستقيم المنطبق على محور الفواصل الذي معادلته 0 - , مستقيم مقارب أفقي للخط البياني لكل 
منها في جوار 0+ . وكذلك يكون المستقيم نفسه مستقيماً مُقارباً أفقيً في جوار --- لكل من التوابع 
1 


1 : 1 
لير امت اوري ص م حي حور مسرم لزن 
49 41 


1. النهاءة اللانهائية عند 00+ (أو مه-) 





ليكن م تابعاً معرّفاً في جوار اللانهاية الموجبة 00+ » أي أنّ مجموعة تعريف ثم تحوي مجالاً 
من الشكل ]00+,0[ حيث 1 © 0. 


7 تعريونم 2 


نقول إن نهاية / عند 00+ هي 00+ إذا كانت قيم ()/ تتجاوز (أي تصبح أكبر) أي عدد 
حقبقي /1 عندما تكون 2 كبيرة بما يكفي. ونكتب ذلك 


محل - ()/ سنا . يُكافئَ هذا التعريف القول: 
أي كان العدد الحقيقي 14 » وُجد عدد حقيقي 4 يُحقق: 
إذا كان 4 < ه كان 1/1 < (2)/ . 
في الشكل المجاور نرى أنّ قيم التابع تتجاوز العدد 14 عندما 
تصبح أكبر من حدٍ معيّن 4 . 





تعرفه بالمتل كلا من 6مبب. ب 


(ار سنا ومه+ - (م) 





مه- ح (تكر منذنا مد ح (تار منذنا 


ينوحج رن 


# تذكر أنّ نهاية التوابع الآتية هي 00+ عند مه + . 
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" وأنّ نهاية التوابع الآتية هي 00+ عند مه . 
“نه جاه و ”2 جاه (في حالة عدد طبيعي زوجي غير معدوم 7) 
" وأنّ نهاية التوابع الآتية هي 00- عند مه--. 
جاجس و ”نه باج (في حالة عدد طبيعي فردي ©) 
لكآ بخريماً للخم 
مضه لماذا ليس لتابع الجيب 1ه نهاية عند هه + ؟ 
لنفترض على سبيل الجدل أنّ هذه النهاية موجودةء» ولنرمز إليها بالرمزن 6. ولانَّ 
1+ > :مزه > 1- أيآً كان من 8» فلا بُدَ أن تنتمي النهاية 7 إلى المجال [1+,1-] - 7. 
لنتأمل مجالاً مفتوحاً 7. مركزه 4 ونصف قطره +. لمّا كان طول المجال 7. يساوي 2» وهو 
أصغر تماماً من 2 (المسافة بين العددين 1 و1-).» فإنّ هذا المجال لن يحتوي على العددين 1 
و1- في آن معاء وإذا افترضنا مثلاً أنّ 7 © 1- كانت قيم #<ذم عند جميع الأعداد 
5 - 276 ع به خارج المجال 1 ان لذ رحد كد كل يجعل / © ده في حالة 4 < ند 
وهذا يُناقض الافتراض / - *«ذه ددن[ . وعليه ليس للتابع «ذه نهاية عند 00+ . 





استعمال « 2 في غاية الكبر» 


08 0 0 ب .ل 5ح برو4 0 
لنتأمّل التابع 'م/ المعتف على (104-3/2 وفق الصيغة 2 - ()ر. من المعلوم أنّ 





2 - مار سنا . عيّن عدداً 4 يحقق الشرط: إذا كان 4 < # انتمى (2)م/ إلى المجال 


مو لجوعر 


المفتوح 1 الذي مركزه 2 ونصف قطره 5 . 








00 





ينتمي (5)/ إلى المجال المفتوح 7 الذي مركزه 2 ونصف قطره 0.05 إذا تحققت المتراجحة 


4. 











حت هه (7بب 
7 )ا 
ولكن 
1- 5 - 42 
922-83 2 922-83 0 :)1 
1 11 
د > 
040 35ت ادا 


أو 3/<220 + 25|. واذْ ينصب اهتمامنا على القيم الكبيرة للمتحول 5» يمكننا افتراض أنّ 0 < :د 
إذن 0 < 38 + 25 ومن ثم 3 + 2 > 220» أو 108.5 < . ينتج عن ذلك أنه إذا كان 108.5 < ء 
انتمى ()/ إلى المجال ]0.05 + 0.05,2 -2[ ح 7 . ويمكن أن نختار 4 أي عدد أكبر من 108.5 . 


الوضع الدسبي للخط البياني لتابع ومقاربه الأفقي 
في المثال السابق. لمّا كان 2 - (5)/ دنا » كان المستقيم 5 الذي معادلته 2 - مقارباً 
1 محملج وو 
أفقياً للخط البياني ,0 التابع / . ادرسء بالاعتماد على إشارة 2 -(2)/» وضع الخط البياني 
,0 بالنسبة إلى المستقيم المقارب 8 . 





الحل 
تؤول دراسة الخط البيانئ 47 بالنسبة إلى المستقيم . إلى دراسة إشارة المقدار 2 - (دار ولقد وجدنا 
11- 
2 
3 ل :20 )1 


ومن الواضح أنّ 2-(2)/ موجب على المجال |3-,0ه-| - ,4 وسالب على المجال 
أمه+,3-] ح ,7 . وبهذا يقع ,0 فوق 5 في المجال ,7 وتحته في المجال ,1 . 


0 أحسب نهايات التوابع الاتبة عند 1+6 وعند 0-. 
0 وح “يو حك زوب بك ذال 5 اس و5 دك رهار 
(6 وح وق عد #بوم1[ك خبوق ح روز 8 [صدرةب *نوقاك رزوار 
© اج ووو “رو عل “و7 حرو .8 00035 هسه خروف 5 زنوار 
© احسب نهاية التابع / المعطى بالعلاقة 2 لاك رن عند ب 5 اص عد )1 بكر 
ع اين 
الشرط: إذا كان 4 < #ء كان (2)/ في المجال |4.9,5.1|. 


00 








©© نهاية تابع عند عدد حقيقي 
تذكر أنّ منطلق أي تابع / مما سندرسه هو مجال غير تافه أو اجتماع عدة مجالاتء وأننا نرمز 
إليه بالرمز ,7 . وعند دراسة نهاية هذا التابع عند نقطة 0 فإمًا أن تنتمي 0 إلى منطلق هذا 


التابع أو تكون طرفاً لأحد مجالات هذه المنطلق. 


٠ 1.2‏ النهادة اللانهائية عنر عرد حميهى: المغارب الشافولي 


7 تعريوم 3 


نقول إن نهاية / عند 4 هي 00+ إذا تجاوزت قيم ()/ أي عدد حقيقي 1/1 حين تقترب ‏ 
بما يكفي من العدد ». ونكتب ذلك مه+ ع (2)/ نذا . 


في الشكل المجاور نرى أنّ قيم التابع تتجاوز العدد 14 عندما يصبح 
بُعد ه عن 4 أصغر من حد معين ٠0ء‏ حيث » عدد حقيقي موجب 
تماماء 

يكافئ التعريف السابق القولَ مهما كَبْرَ العددُ الحقيقي 14 فيوجد مجال 
مفتوح 1 مركزه 0 يحقق: « إذا كان من ,01 1» كان 11 < (ه)/ ». 





نقول إن المستقيم الذي معادلته + - هه هو مستقيم مقارب شاقولي لمنحني التابع. 


ونعرّف بالممائّلة مه- - ()/ مدناء إذا صارت قيم (5)/ سالبة 


وأصغر من أي عدد حقيقي /1 مُعطى سابقاً عندما تكون # قريبة بما 
يكفي من العدد 4. أو مهما صَعْرَ العدد الحقيقي السالب /1 فيوجد 
مجال مفتوح 7 مركزه 0 يحقق: 

« إذا كان 5 من 0 » كان لا > (ند)] ». 





نقول أيضاً في هذه الحالة إن المستقيم الذي معادلته + - 5 هو مستقيم مقارب شاقولي لمنحني التابع. 





© 


1021| نتبع 0-6 معرّف على المجال ]مه + ,0[ ح- م(ل. 


والنقطة 0 - م لا تنت تنتمي إلى المجال ,7 ولكنها أحد طرفي هذا 
المجال» يمكننا إذن دراسة نهاية التابع عند النقطة 0 ع 0. 





عندما تقترب الأعداد 2 من 0 فإن القيم 2 تصبح كبيرة أكثر 
56 


فأكثر. إذا كان /3 عدداً حقيقياً موجباً تجاوزت قيمُ التابع العدد 





» مهما كان /1 كبيراًء عندما تصغر قيمة ‏ بحيث يصبح - لل 0 


نقول في هذه الحالة إن نهاية التابع 7 عند الصفر تساوي 00+ . ونكتب عندئذ 


ويكون محور التراتيب الذي معادلته 0 - 1 مقارباً شاقولياً لمنحني التابع. 


2 النهادة عند .0 هى عدد حقيفى / 


7 تعريم 4 


نقول إن نهاية '/ عند 0 هي / إذا تجمّعت القيم (:)/ قرب القيمة 6 عندما تصبح + قريبة بما 
يكفي من 0. ونكتب ذلك 7 ع (:5)/ مدنا . 


0 ح يدك 





مهما كان 2<20 فإن القيم. (0)/ ستقع داخل المجال 
أه+ مع - 6 )| عندما يصبح المتحول 2 من ,1 قريباً من 
0» أي عندما يصبح بعده عن + أصغر من حدّ معين 6 
(يتعلّق بالعدد ع). 

أو مهما كان 0  <‏ فإنَ مجموعة حلول المتراجحة + > |4 - (7/)2] تحوي مجموعة من 


النمط ]6+ م,6 - 2,010 حيث 0 < 6. 





أو مهما كان 0 < ج فتوجد مجموعة من النمط ]6 + 6,4 - 72,010 حيث 0 < 5 تحقق 
عناصرها المتراجحة + > |/ - (2)/|. 





6 
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نعلم أنّ العدد 3 نهاية للتابع 1 + 4/. + + : م عند 2. عيّن مجالاً 7 مركزه 2 يحقّق الشرط: 
إذا كان من المجال 7ء كان (2)/ من المجال |2.99,3.01/ - ل. 
535 


يكافئ: القول «(#)مر من المجال /(2.99,3.01|» القول «3.01 > 1- 4/. > 2»2.99» إذن 


.اع 2-1 -00- 
“3.01 > 1 + :4 > 2.992 وأخيرا للك ب > ست وهذه المتراجحة تؤول بعد الاختزال 


إلى 2.015025 > نه > 1.985025. فمثلاً يمكننا أخذ المجال ]1.99,2.01[ - 7 لينتمي ()/ إلى 
المجال |2.99,3.01| أياًّ كان # من 7. 


وكان بالإمكان أيضاً أن نلاحظ أن 


(2 - )4 
لخ طلخ - فق ] ل :4 /. 
1 د42 لد ل 3 


|2 - | 4 | 2 -2| 4 
50 اسك مد فت كك كلهت لكك كما 
ظ ظ 1--0 24 4 يدحا 1ج اديه ماد 3 ظ ظ 


فالشرط 0.01 > |2 - :| يقتضي 0.01 > |3 -1+ 4/| أو المتراجحة |1.99,2.01| © تقتضي 
1 > 1+ ت4ل. > 2.99. 


رصي لماذا لا يكون لتابع “رء بالضرورة؛ نهاية عند كل نقطة من ,10 ؟ 
لنتأمل مثلا الخط البياني للتابع / المعرف على المجال [0,5] - 7 وفق: 
|0,2] © 2 ,1 
[2,5] © 2 ,3 
3 -(0)/» ولكن 3 ليس نهاية للتابع / عندما تسعى 5 إلى 2. في 
حقيقة الأمرء إذا تأملنا المجال المفتوح |2.5,3.5| الذي مركزه 3 
ونصف قطره ٠0.5‏ لوجدنا أنه لا يحتوي جميع القيم (:)/ الموافقة لقيم 
التي تنتمي إلى أي مجال مفتوح 7. مركزه 2. فعندما تقترب :ه ضمن 
بقيم أصغر من 2 (من اليسار) يكون 1 - (5)/ والقيمة 1 لا تنتمي 
إلى |2.5,3.5[. هذا إثبات أن ليس للتابع / نهاية عند 2. 


6 


- (ت)/ 








_- لماذا نتحدّث عن نهاية من اليمين ونهاية من اليسار ؟ 

لأننا قد نجد أنفسنا أمام تابع / ليس له نهاية عند © (لا حقيقية ولا لانهائية)» ولكن إذا قصرنا 
مجموعة تعريفه على المجموعة 8 مهي وكانت هذه الأخيرة غير خالية» وأصبح للتابع الجديد 
(الذي يختلف عن السابق فقط في منطلقه)» نهاية 7 (حقيقية أو لانهائية)» قلنا عندئذ إِنَّ التابع يقبل 
نهاية من اليمين عند ه ونعبر عن ذلك بالكتابة : 


/ - (هار سنا أو / - (مر سنا 


0 <:0,,2 ج 0 





وبالممائلة» إذا كانت المجموعة ,01 ]ه,هه-[ غير خالية؛ واذا قصرنا مجموعة تعريف التابع على 
المجموعة ,02 ]0 ,هه -[» فأصبح للتابع الجديد (الذي يختلف عن السابق فقط في منطلقه)» نهاية / 
(حقيقية أو لانهائية)» قلنا عندئذ إِنَّ التابع يقبل نهاية من اليسار عند © ونعبر عن ذلك بالكتابة : 

/ - (تهار مسنا أو 4 - (تتأر سنا 


0 >>0,,2 ج 0 





© احسب نهايات التوابع الاتية عند هه+- وعند 0ه- وعند النقطة + المعطاة» ويمكن في حالة عدم 
وجودالنهاية حساب النهاية من اليمين والنهاية من اليسار عند ©. 

















_- 2 
© 21م ,ةبهر © 2ح-م فلت - زمر 
[ - 2 حبر 
ره 1 + ندة 
© إ[حه جه : - 6 1- ح-- 5 - 
حت - رمم : للق - رمم 
2 ل نج 2 
9 98ح-م او م - (2ا/ © 2ح نم لو ار 
© جذ نهاية التابع / المعين بالعلاقة - (م/ عند 1 اث عن غهدا به يحتق الشرطء إذا 
حورلل 


كان # عنصراً من المجال ]ه + 1,ه -1[ مختلفاً عن 1» كان 103 < (2)/ . 


© 








© العمليات على النهايات 
تفيد المبرهنات الاتية» التي سنعرضها في جداول» في حساب نهايات التوابع و+/و هرو 1+ إذا 
١‏ : : 0 
كنا نعرف نهاية / و م. هذه النهايات مأخوذة إما عند 0+ أو عند مه- أو عند نقطة ما 4 من «1. 
في الجداول أدناه # و6 هي أعداد حقيقية. الخانات ذات اللون الأحمر تدل على الحالات التي تتطلب 
دراسة إضافية لاستنتاج النهاية ونسميها حالات عدم التعيين. في بقية الحالات»ء نقبل النتائج المبينة وهي 
سهلة التوقع حدسياًء فمكلا إذا كان 00+ - (2)ر صننا وكان 3 - (2)و سنا فإننا ندرك أنّ 


60ل - )91+ /) سنا . 


3 نهادة الججموع 











3 صيغ عدم التعبين 

عندما نكون بصدد حالة عدم تعيين فإننا لا نستطيع أن نحدد النهاية اعتماداً على الجداول السابق» وتلزم 
دراسة أكثر تفصيلاً في هذه الحالة. هذه الحالات الأربع هي 

2 رع «مه+ << 0» «ممه ‏ مم د» 


9 هذه الكتابة هي رموز لتسهيل كتابة حالات عدم التعيين وليس لها معنى رياضي إذ لا يجوز مثلآً 
أن يكون المقام مدر في الكسر الأول. 


عل كيف نستفيد من 00 السابقة؟ 


احسب نهاية التابع تح ياي : 7 عند الصفر. 





الحل 


ينتج 7 من قسمة تابعين» إذ إن > - 7 وقد عرّفنا وح كبو وجوه و :ه ذه 2 : و. ونلاحظ أنْ 
0 





1 


ح (2)/ مننا و 0 - (#)و دنذا[. إنّ العمليات على النهايات لا تجيب عن مثل هذه الحالة» نُحاول 
اج بجع )اج بو 
إذن البحث عن صيغة أخرى للتابع 7 تكون أكثر مُلاءَمة لحساب النهاية» فنكتب 
0 22-1 
لتك - ىه للحقة - رمر 


5111 2 5111 2 032) 


2 5111 ع واو تحن ك (توانهة وهنا نعلم من دراستنا السابقة أن 


6 





2 5111 
1ع 





منا ع (2أن سنا و 1- - (1--2)مننا ع (د)ن نذا 


7 اجبتر جع مجع )اج ع 


إذن نستنتج من العمليات على النهايات أنّ 1- - ()/ «طذا . 


)جرع 
إزالة عدم تعيين 
1[ ل وليه 


احسب قيابة الثابه 32-23 وير هي 0 
50 





16 
لا تمكن الاستفادة من مبرهنات العمليات على النهايات مباشرة» لأنّ نهاية كل من البسط والمقام تساوي 
الصفر. لذلك نكتب 
1 2-1-1 للة اة 0 
ولما كان 2 > (1 1+ #أل.) دناء استنتجنا أن + - ()/ دندذا. 





06 




















١‏ لثقل - رمم (في جوار مم+»ء 0 < #م). 
0-2 +1 
1 


ولدينا د سنا و 9-5 سنا » إذن 1 ع (2)/ر صطنا . 


مم لجرو 7 يد 00 لج رق 0ج رخ 


وض كيف نجد نهايات توابع كثيرات حدود صحيحة و نهايات توابع كسرية عند مه + أو مه ؟ 


" عند مىحل! وكذلك عند مه-»ء نهاية تابع كثير الحدود هي نفسها نهاية حدّه المسيطرء أي 
الذي له أعلى درجة. لإثبات هذه الخاصة نضع الحد الأعلى درجة خارج قوسين. 


لدراسة نهاية التابع 1 - « + 22 - 3م جه : ثم عند مه+ء نرى أنّ الحدّ المُسِيُطر هو 
ذم » فنكتب 


*5 عند محل أو مه تساوي نهانة تابع كسري (كل من بسطه ومقامه تابع كثير الحدود) 
نهاية خارج قسمة الحدّ المُسِيْطر في البسط على الحد المُسيْطر في المقام. لإثبات ذلك تُخرج 
الحد المسيطرء في كل من البسط والمقام خارج قوسين ونختصرالنتيجة ثُمَّ نببحث عن النهاية 
المطارنة. 





0 





1 لب 77 1 


15 ل 
17 2 و0 
شاك 2( 
1 5 0 3 9 
-----5 تس م ]1 
1 50 57 46 


ولكن 


1-|ك + ة-1 دنا و - شبد نا و 00 
2 0 


هذ تدر 
© احسب نهايات التوابع الاتية عند هه+ وعند 00- وعند النقاط 4 المعطاة» ويمكن عند الحاجة 
حساب النهاية من اليمين ومن اليسار عند 0. 











0 0 0 2 ا 
انير كن ممم - 1120 © 2,2 ح ن 7-7 كك وار 

0 1 0200 0 1 1 0 
3 21نم ال وك زمار 8 2192م 0 000 


تعريفه: د عند اللزومء لنهاية . من 59 والنهاية ه من اليسار. 








9 حك اس ا ام 

هو 2+هل.- رمم 0 - )/ 

6 كب دهم © هل -1-ول - وهر 
5-6 


© أوجد نهاية التابع م/ المعين بالعلاقة ()/ر عند مم+ء ثمَّ أوجد عدداً 4 يحقّق 


3 حل رو 
الشرط: إذا كان 4 < #ء كان (5)/ في المجال ]1.95-,2.05-[. 
© أوجد نهاية التابع / المعين بالعلاقة 000 عند 5», ثمَّ أوجد مجالاً 7 مركزه 5 يحقّق 
2-83 


الشرط إذا انتم 3 ا المجال [/» انتم 2 7 إلى المحال |]13.95,4.05 ٠.‏ 


6 








مبرهنات المقارن 
4.. مبرهنة الإحاطة 


© مبرمنة 1[ 


لتكن / و 0 و 7 ثلاثة توابع معرفة على مجال من النمط |0ه+,5| - 7 ولنفترض أنّه عند كل 


من 7 تتحقق المتراجحة (7)2/ > ()/ > ()0. ثم لنفترض أنّ للتابعين 0 و 7 النهاية / 
ذاتها عند مه +لء عندئذ 7 ح (ه)ر حطنا . 
م لجديع 
استناداً إلى الفزنضء» كل مجال مفتوح 7. مركزه / يحوي 
جميع قيم (59)2 و(7)2 الموافقة لقيم - من مجال 
أده+ ,4 | . ويمكننا أن نفترض أنّ 5 < 4/. عندهاء لأنّ 
(:)7 > ()/ > ()و على المجال 1» وقعت جميع (2)/ 
الموافقة لقيم :> من المجال ا0ه+ ,4 | في المجال ل. 
إذن # - (#2)م/ ممنئا استناداً إلى التعريف 1. 
وى لجديع 








احسب نهاية التابع 2205 بام : ثر عند مهل . 
1 








عند كل :ه من 01ه+-,0| تتحقق المتراجحة 1+ > * <ذه > 1- ومنها نستنتج أن 





27 5111 
0 تحص 50 
2 1 42 
ولأنّ 0 - 2+ مننا - أ ددن[ استتتجنا استتاداً إلى المبرهنة 1 أنّ 2-0 تتدنا + 
46 ولخ رر 7 ولج نر مملجيوع 





ليكن / و 0 تابعين معرفين على مجال |0ه+,5| - 7 ولنفترض أنه عند كل من 7 تتحقّق 
المتراجحة ()و > | - (2)/|. ثْمّ لنفترض أنّ 0 - (2)و متنا » عندئذ / - (ه)ثر صمنا . 
علج نر 0ج رن 





60 





تعني المتراجحة (ت)و > |2 - (©)] | أَنَّ ()و + / > مار > (م)و - 6. وإذ 0 - (م)و صننا » فإِنَّ 


مو لج نر 


ع ((#©>)و + 6) معنا ع ((#)و - 4) مطنا ٠.‏ 


مه لج ور مو لج نر 


وعليه» استناداً إلى المبرهنة 1» نجد / ح (نه)ر صننا . 


م لج ىور 


تبقى نتائج المبرهنتين 1 و2 صحيحة عندما تؤخذ النهايات عند مه- . إذ يكفي أن نستبدل 
المجال ]0,0ه-| بالمجال [00+,0[. أو تؤخذ النهايات عند عدد م حيث نستبدل بالمجال 7 مجالاً من 
مجالاً من النمط | 8 , 4 | أو | © ,4 | أو بمجموعة من النمط |8 ,4] نا |4ه ,| - 8]١40(‏ ,ك4 ا|. 


© مبرهنة 3 


ليكن / و و تابعين معرفين على مجال |مه+,5| - 1. 
© إذا كان ()و < (#)ثرء عند كل # من 7» وكان 00+ ع (8ه)9 مدنا » كان 


م لدج ورور 
مهل ح ر(متأر مطنا ٠.‏ 
م لدج رو 
© إذا كان ()و > (2)رء عند كل :ه من 7» وكان 0ه- - (2)و مدنا » كان 
مه- ح رمتأر مننا . 
م لدج يور 


استناداً إلى الفنضء كل مجال من النمط 01ه+,11][ يحوي جميع قيم (8)وء عندما 4 < ء ولأثنا 
يمكن أن نأخذ 5 < 4.» فتتحقق المتراجحة (0)5 < (5)/» نستنتج أنّ هذا المجال سيحوي أيضاً جميع 
قيم (2),ء عندما 4 < . إذن 00+ > ()/ دلا بناءَ على التعريف 2. ويجري بالمثل إثبات الفقرة 
الثانية من المبرهنة. 


احسب نهاية التابع :دومع ل 1 جاه : ثم عند ول . 





الحل 


مهما كانت # كان 1- < 2ومت ومنه 1 -# < ومن + 2 ع (2)/ء ولكعن مه+ ع (1 - 2) مطننا ٠»‏ 


4 لج ىور 


فاستناداً إلى المبرهنة 3 ينتج أنَّ 06+ - ()ر مدنا . 


م لدج ىور 


00 









لعفل | مع تابع الجزء الصحيح 


ادرس نهاية التابع تأ ب : ثر عند مه+. (2 هو تابع الجزء الصحيح). 


()5 هو العدد الصحيح الوحيد الذي يحقق 1 + (نه)8 > نه > (تداق» أو نه > (ند)8 > 1- جن. 





وعند قيم من المجال امه + ,0| تت تتحقق المتراجحة 
3 1ه 
46 0ط 
ولما كان د رعحث) «رذا » فإنّ مبرهنة الإحاطة تفيد باستنتاج أنَّ 1 - ()/ مانا . 
40 0 -]- ج رق مملجوعو 


في جوار الصفر 


ادرس نهاية التابع مله جا : م عند الصفر. 


لاحظ أن 





»ا 21 | - |0- (:1/)2» ولآن 1 > إدهماء 





- دز 








أيآً تكن :ه من (1200ء فإِنَّ 
|| > |0 - (ه)مراء 
ولكن 0 - إ:د| ددذاء فاستناداً إلى المبرهنة 2 نجد 0 - (ه)ر منذا . 
0 ج22 0 ج22 





تغريماً الهم 
.- ما المعلومات الإضافية التي تزودنا بها مبرهنة الإحاطة ؟ 


إضافة إلى معرفة نهاية تابع» تفيد هذه المبرهنة في: 
* معرفة القيم التقريبية لتابع عند قيم المتحول التي هي في غاية الكبر. 
معرفة سلوك الفرع اللانهائي للخط البياني للتابع. 


ادرس سلوك التابع + 2 جا هر في جوار 00ل . 





© 








الحل 


مهما كانت # من *12[» كان 1 > 2 ذه > 1- ومنه 


22 > مم2 +2 > 2-2 


د 


إذن 





وك هار 4س .. 


5 
2 2 
ولعن مد ح 2 10[ا » فاستتاداً إل المبرهنة 5 . نستنتج أنَّ 


وى لدجديرع 


مل ح (ه)/ حننا ٠.‏ 


و جور 
إضافة إلى معرفة نهاية 'م/ عند مه-+»ء لدينا المعلومتان الاتيتان: 
© إِنّْ 0 هي قيمةٌ تقريبية للعدد ()/ بخطأ يساوي 2 زيادة أو نقصاناً. فمثلاً 


2+ 0 1000 >2 ج د ٠أي‏ 502 > (10000)/ > 498 . 


. . 0 ىه 5 5 0 46 6 
© الخط البياني للتابع / محدد بالمستقيمين اللذين معادلتاهما د 0 
تسود 
© أجب عن الأسئلة الأتية: 
0 
2-1 3 
1 
5052 يا 00 
2 41 2 20 0 يكن تنتج نهاية 
مه+ . ثم ادرس بالمثل نهاية التابع ذاته عند مه-. 


أيَاً كان 1 < . ما نهاية م عند مه ؟ 





قا تاب يده 














5 بان :ثم عند 


()/اء أيَآً كان 0 < . ما نهاية ثم عند مم د؟ 





لله احم يعر مك < (مامرء أيَآ كان له 
© أثبت أنّ 5- 2ه < :ومنوة - 52ء أَيَآَ كان العدد الحقيقي . استنتج من المتراجحة السابقة 
نهاية جوزة 5 ب كيو جاين عند .همك وعند. :مم-. 


© ليكن/ الا 3 ولد - بن + 1ل ح (جم)/ . 
© تحقق أن أيا يكن 0 < 
تحقق أن ستم- 2)/ أيا يكن 3 


1 5 
تدان حالة 0 < ن. 
© استتج أن مر > )1 > سر في 


© ما نهاية ثم عند ممد؟ 





06 





© نهاية تابع مركب 
سنقبل دون إثيات صحة المبرهنة المهمّة الاتية: 


7 مبرهنة 4 


نتأمّل ثلاثة توابع / و و و8 ونفترض أنّ (()0)و - ()/ ه و > ()/ . إذا كان 
- (#امسنا و ء - ()وصسنا 
جد جم 
فعندئذ © - (#)/ منناء وذلك سواء كانت المقادير 0 و5 و6 أعداداً حفيقية منتهية أو مقادير 


5 


0 عند استعمال هذه المبرهنة في إيجاد نهاية تابع مركب ((0)8)2 جاج : ثرء عند 0» نبحث بداية 


عن (:7)2 معنا ح- 53» ثُمّ نبحث عن نهاية 6 علد 0ه 
0 ح يل 


© ابحث عن نهاية التابع 1 + 7 - 25ل جاه : ثم عند م0ل. 





1 5 1 0 
تتأمل: القابغ المعظى على الفجال. امه ل بالعلاقة حخحت (إن)/ . ما نهاية.هذا الذا: 
بع 06+ ,| حت - (نم) بع 
الحل 
© نضع 1+ «م- 2ه - (0)م ح كزء عندئذ 1/. - ()رء ومعلومٌ لدينا أنّ 06+ ح (8)م حمنا 


مو لدج ير 
وأنّ مم+ ح لد دنا » إذن مهل ح (م)ر دنا . 
مح لج ار 


م لدج ]ىور 


© نضع 32-1 ح ()8 - 2 على أممد,1|ء عندئد 0 < كر وي كارارء ومعلوم لديذا ان 


0 - (تاط سنا و 06+ - ع حصنا » إذن 6+ ع (2)]/ مننا . 


205 0 


موصو 
0 


1 
3 


7 عندما نكتب (8)8 - ع و (0508()8) - ()و - (#)/ء نقول إننا غيّرنا المتحول. وفي 





00 





وفص كيف ننقل دراسة النهاية عند م + إلى دراسة النهاية عند الصفر؟ 


١ 5‏ اط 
بإجراء تغييرٍ للمتحول وفق - - 26 . 


لنتأمل» عند 00+» سلوك التابع /, المعرف على *1 وفق موه - ()ر. لا يفيدنا 


استخداء تواعد العمادات: على النياراكه '[أن. 70 انها دنا ٠‏ لذا نجري تغيير المتحول؛ 
46 مملج ىع 3 





خط ب ات لش ك0 شك - مرو 6 - ()ة هسنا . إذن 
7 م لدج بر 
م لله 
76 0 4 0 


يساعد تغيير المتحول وفق ل - 26: أيضأء في: 
8ن ين دري الشيادة عند الصرر عن لبس إل ترا لابه لت وو 
* الانتقال من دراسة النهاية عند الصفرء من اليسارء إلى دراسة النهاية عند مه-. 
" الانتقال من دراسة النهاية عند 0+ إلى دراسة النهاية عند الصفر » من اليمين. 
" الانتقال من دراسة النهاية عند مه- إلى دراسة النهاية عند الصفر » من اليسار. 


(1)9 - (ن2) 1 


1) -- نل 


جاتن : 1 


ورضص لماذا يكون العدد المشتق لتابع اشتقاقي ثر نهايةٌ عند .0 للتابع 


تذككر أنّ القول « / اشتقاقي عند 4» يكافئ القول « للتابع لا لطا فال _ (6)+ جم نهاية 
حقيقية #/ عند الصفر». وعندها يكون (7/')0 -/. 

لنتأمل التابع المدروس و» ولنلاحظ أنّ ()و - (64-)#ء إذن نحن أمام نهاية تابع مركّبء فإذا 
وضعنا 8-0 - ()/» كان 


ولان 








1 
هذ تدرب 

















4 5 - 0 : - (ه)/ ]5,06[ - 1 
وحار 
© مع ح من توك كرو مك روح يه كت رو | قلحارمى- | - رز 
9 000 ع- ل افك ح زر |1,مه -] ح (] 
العا 
1 
42 1-1 ححر - (ما/ 1+1 -]|- رز[ 
© 1 1ه + يبوج ومن ع (2)/ 801 ع رز 
0 س7 0 0 0 
© مهل ع ن | 2 الل مون كد وار 1801-21 ح رز 
© ماده - جم أده -[ م 
مك ل 
محل ح ىن | ل إن كك رار بم +,0]| ح- رز 
2 
© همهل ع نم ٍ ال+م/-م| - هم ]م +,0| ح- رز 
9 
مع+ ح بن 1 ث2 كاج |2ومه ح ()/ ,]همه + ,1[لا]1-,همه -][ ح- (1 
1 حك بن 








© ليكن "ر التابع المعرف على المجال ]0--5,1-[ وفق 35> 
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.)( - 


© احسب (2)/ دنا » واستتتج ((2)/)/ طننا . 


م لج نر 


© أعذ حساب ((2)/)/ ذا بعد كتابة ((2)/)/ بدلالة 2. 








© المقارب المائل 


ليكن / تابعاً معرفاً على مجال من النمط |هه+ ,| - 7 . وليكن ,0 الخط البياني للتابع /, في 
للخط البياني ,0 في جوار 0-0 +ء إذا وفقط إذا كان: 
0 ح ((65 + ننم) - (تداثر ) سنا 


م لج ور 








ونعرّف» بأسلوب ممائل» المقارب المائل في جوار مه-. 





9 هندسياً: ليكن * عدداً من مجموعة تعريف “/ء ولتكن 
7 نقطة من ,0 و 7 نقطة من 2 تساوي فاصلةٌ كل منهما 
. عندئذ |(2 + بده) - (:)/| - 214 . واستناداً إلى التعريف 
كلما كبر العدد ‏ صَعْرِتْ المسافة 211» أي اقترب الخط 
البياني ,20 من المستقيم . 

إضافة إلى ذلك» تمكَتنا معرفة إشارة (0 + نده) - ()/ من 
تعيين وضع الخط البياني م0 بالنسبة إلى مقاربه /. 


قلي عقرب عفر 


ليكن ,© الخط البياني للتابع م/ المعطى بالعلاقة 





يروت 3 
2 د م 


الذي معادلته 0-2-1 
© أثبت أنّ المستقيم 4 مقارب للخط ,0 في جوار م0+. 
© ادرس وضع م0) بالنسبة إلى /. 








الحلا 
© لاحظ أن 
1- ووعك كن اسن ولد ونا مد كن 
زر ار اي 
إذن 0 - --- بلا > ((1+ #) - ()/) ددا . فالمستقيم ل مستقيم مقارب للخط البياني ,0 
في جوار 00+. 





0 


© تُعاكس إشارةٌ (1 + ) - (5)/ إشارة 2  -+‏ إذن: 


على المجال إمه0+,2 -[ء» 0 > (#4+1)-(#2)م/ فجزء 
الخط البياني م© الموافق لقيم 2- < 2ه يقع تحت /. 

" على المجال [|2-,0ه-[» 0 < (1+ ) - (5)/ فجزء الخط 
البياني ,© الموافق لقيم 2- > ه يقع فوق /. 





© فيما يأتي بيّن معللاً إجابتك إذا كان المستقيم 5 مقارباً مائلآ للخط البياني ,0 للتابع /» عند 
مه+ أو عند مه- . ادرس بعدئذ الوضع النسبي للخط م0 و مقاربه /. 





0 3ع نود ح رن كر كك + ق + م2 - (م)/ 
1 
© 1 دس دح نع : ل -1+ه د مار 
7 
3 كر الل رج د رجوامر 
01 
0 7 د32 ح نع : ل - 6 سل هوق ح (ه) ل 
4 
لتكت _2 
© 1 ل ص2 ح بن : ل 2 0 01 
ا 


(1+م) 
5 2 
4 دن 
© 4م د ن:ضخ إن لضن سحت حك 
7 
1 ل واد دووة ب ذنم 
2+1 د رن هه --ح (رجو) 


[1 ل :21 





6 





© الاأستورار 
7 الاستبرارعدد نقطة اوغلى جبوعة 


فيما يأتي / تابعٌ معرّفٌ على مجموعة ,2» مولَّقَُة من مجال أو من اجتماع مجالات غير مقتصرة على 
500 


© تعريضه 6 
لتكن » نقطة من ,7 . نقول إِنّ التابع # مستمرٌ عند »» إذا وفقط إذا تحقّق الشرط 
(ه)/ > (نسار حصنا ٠‏ 
ونقول إنّ التابع م مستمرٌ على مجموعة 7 محتواة في ,2» إذا وفقط إذا كان / مستمراً عند 
كل نقطة من نقاط (7. 





9 نستنتج من هذا التعريفء ومن المبرهنات المتعلقة بالعمليات على نهايات التوابع» أنّ مجموع 
تابعين مستمرين عند نقطة (أو على مجموعة) مستمرٌ أيضاً عندها (أو عليها). وكذلك يكون جداء 
ضربهماء أو خارج قسمتهما شريطة كونه معرّفاً عند النقطة المدروسة. كما نستنتج من خاصة نهاية 





9 ليس لدراسة استمرار تابع» عند نقطة لا تنتمي إلى مجموعة تعريف التابع» أي معنى. 


7 الاستمرار والاشقاق 


87 مبرهنة 3 


© إذا كان التابع / اشتقاقياً في نقطة 4» كان مستمراً في 0. 
© إذا كان التابع / اشتقاقياً على مجال 7» كان مستمراً على 7 . 


لنفترض أن التابع / اشتقاقي عند 4» إذن للتابع و المعرف بالعلاقة 440 - 0ك - رمو نهاية 


-- لد 





منتهية عند 0 هي "ة نستنتج من ذلك أنّه في حالة من 10 مختلف عن + يكون 


(نهاوزه - نه) ح (ه)ر - (نه) /[ 
ولأنَ (0)”/ - ()و سنا و 0 - (ه - ته)سناء استتتجنا أنَّ (0)/ > ()/ دنا . 


1+0 


© 








0.7 استّمرار التوابع المرجعية 

© وجدنا في الصف الثاني الثانوي أن تابع « الجذر التربيعي » أي 5/ه + به اشتقاقي على المجال 
المفتوح [00+,0[» فهو مستمر على [00+,0[. ثم إِنّ (0)/ - 0 - اننا ٠‏ أي إِنَّ هذا 
التابع مستمرٌ أيضاً عند الصفرء فهو مستمر على كامل المجال 00+ ,0]. 

© التوابع « كثيرات الحدود » اشتقاقية على ١1‏ فهي مستمرة على 18 . 

© التوابع « الكسرية » اشتقاقية على مجموعة تعريفها 7 » فهي مستمرة على (7 . 

© التابعان <2ذه ١+‏ و #ومء ج #: اشتقاقيان على 12» فهما مستمران على 12[ . 

نستنتج مما سبق أنَّ جميع التوابع التي نحصل عليها من التوابع المألوفة سابقة الذكرء بإجراء عمليات 

جبرية أو عمليات تركيب هي توابع مستمرة على مجموعات تعريفها. 


0-0 كيف نتعراف استمرار تابع اعتماداً على خحطه البياني 0 


في الشكلين © و © الآتيين» ,0 و,0 هماء بالترتيب» الخطان البيانيان للتابعين / و0 المعرفين على 
المجال [2,6-] - 1. 


و الى 20 





التابع / مستمر على 1 لأنَّ خطه البياني مكو من «زقطعة واحدة» أو لأن 0( 0 يرسم «دون رفع القلم» 
عن الورقة. أمّا التابع و فهو غير مستمر على 7 لأنٌَّ 
1 1 2 )1 
لون ار لم ل 
إذن ليس للتابع و نهاية عند 3 ع :2. 
_- لماذا إذا كان تابعٌ مستمراً على مجال 7 لا يكون بالضرورة اشتقاقياً على 1 ؟ 


من المعلوم أنّ تابعاً اشتقاقياً على مجال 7» يكون بالضرورة مستمراً على 7» لكن العكس ليس 
بالضرورة صحيحاًء فقد يكون تابعٌ مستمراً على مجال دون أن يكون اشتقاقياً عليه. 





6 


تابع مستمرٌ على مجال وغير اشتقاقي عليه 





الصفرء 9 
1 هلا _ 0 - مار 
7 7 0 ح بو 
إذن مد ا 0 
0 2 0جبرن 





9 يقبل الخط البياني لهذا التابع مماساً « شاقولياً» في المبدأ. 


0 ما هي نتائج الاستمرار المتعلقة بنهايات التوابع المألوفة وتركيبها؟ 


)| عب وب كن 


التابع 5 + 4 + ثول. بان : / معرف على 12 لأنّ 0 < 5 + 4 + 2ن على 8 .واذا رمزنا 
بالرمز 0 إلى التابع 5 + م4 + 2 ب« وبالرمز 7 إلى تابع الجذر التربيعي :ه/ه + :دء كان 
((2)و)” - (ه)/ على 1. 
التابع / مثال عن تابع مألوفء» لأئه مركب من تابعين مرجعيين «كثير حدود» و «الجذر 
التربيعي». التابع و مستمر على 1 و ”7 مستمر على مجموعة تعريفه» فالتابع 7 مستمر على 
عه ريده ]| 

بالمثل» التابع 


2 205 حل تو له جر 2 : ا 
06 نامل التابع 1 المعطى وفق :2 05»© - 1لد ع (2د)[ . 
0 ما مجموعة تعريف /؟ 
© بِيّن أنّ التابع / زوجي ويقبل العدد +2 دور له. 
© ليكن و مقصور التابع / على المجال [0,7]. أثبت أنّ 9 اشتقاقي وارسم خطه البياني. 
3 استنتج الخط البياني للتابع 7# على المجال [+27,2-]. ما مجموعة تعريف "/؟ 





00 





التوابع المستمرة وحل المعادلات 


8 . مبرهنة القيمة الوسط 
سنقبل دون إثبات المبرهنة المهمة الآتية التي تصف خاصة أساسيّة من خواص التوابع المستمرة على 


مجال. 
87 مبرمنة 6 
إذا كان / تابعاً مستمراً على مجال [0,5]. عندئذ أي يكن العدد الحقيقي , المحصور بين (0)/ 


و(0)/» يوجد -على الأقل- عددٌ حقيقي » محصور بين © و 5 يحقق « - )/ 
9 بافتراض (05)/ > (7)0 وبوضع [0,5] - 1» يمكن عرض هذه المبرهنة بطرائق عدة؛ منها: 


" أياً يكن ؛ من المجال [(0(,/)0)/]» فللمعادلة ؛ - ()”رء بالمجهول :؛ حل واحد على الأقل 


في المجال 7. 
* كل عدد حقيقي ؛: من المجال [(0(,/)0)/]» هو صورة عدد » من المجال 7. ويدل الشكل 


المرافق على أنّ العدد © ليس وحيداً بالضرورة. 





" إذا رمزنا بالرمز (7)/ إلى مجموعة الصور (5)/ عندما تأخذ ‏ جميع القيم في 7» أمكننا 
التعبير عن هذه المبرهنة بالقول: إِنْ المجال [(7)0(,7)5] محتوىّ في (1)/. 


70 
عموماء نرمز إلى مجموعة صور عناصر المجموعة 4 وفق تابع / معرف على 4 بالرمز 


()/ ونسميها صورة المجموعة 4 وفق /. 





© 





87 مبرهنة 7 


إذا كان / تابعاً مستمراً ومتزايداً تماماً على مجال [04,5] - 1 . 

2 صورة المجال [0,5] وفق / هو المجال [(0(,/)6)/]. 

© أياً كان : من [(0(,/)0)/]ء فللمعادلة » - ()/» بالمجهول :؛ حل واحد وواحد فقط في 1 . 
© لما كان / متزايداً تماماً على 7 كان 

كا ل كاير 
مهما كانت :ه من 7. إذن كل عدد من (7)/» ينتمي إلى 
المجال [|(0(,/)0)/]. 
بالعكس» إذا كان ؛: عنصراً من المجال [(0(,/)0)/]» كان 
صورة عددٍ 6» من 7 (بناءً على المبرهنة 6)» إذن ينتمي 
إلى (7)/ . وهكذا نرى أنّ للمجموعتين (7)/ و [(0(,/)5)/] العناصر نفسهاء أي 
[(1)6,(ه)/) - (0)/ 

© إضافة إلى ما سبقء» ليس للمعادلة ؛ - ()/ أكثر من حلء لأنَّ لكل عددين مختلفين صورتين 
مختلفتين. بسبب التزايد التام للتابع 3 


9 تبقى المبرهنة السابقة صحيحة في حالة تابع 7 متتاتدن. تام .على أن شنتيدل: المحال 
[(0)/ ,(6)/] بالمجال |(6)/ ,(0)/]. 


ووه . 
وو 4 


إذا كان / مستمراً ومطرداً على المجال [4,5] - 7 وكان 0 > (6)/ * (0)/» كان للمعادلة 
0 - ()مرء بالمجهول ::؛ حل وحل وحيد في [. 
في الحقيقة» تقتضي الفرضية 0 > (5)/ << (0)/ أنّ «0 ع (7)0/ و 0 ع2 (0)/ وأنّ الصفر 0 يقع في 
المجال الذي طرفيه (0)/ و (0)/. فهذه إذن حالة خاصة من المبرهنة 7. 








9 إذا كان / مستمراً على مجال مغلق [4,5] وكنًا نعلم بطريقة ما أنه مطردٌ تماماً على المجال 
المفتوح ]0,5[ فإنّ استمرار / يقتضي أنّ يكون / في الحقيقة مطرداً تماماً على [0,5]. 





06 





حل معادلة 

ليكن / التابع المعرف على 1 وفق 1- 2:2 - 5م ح (2هم)م. 

© أثبت أنّ المعادلة 0 - ()/ تقبل حلا وحيداً » في المجال [2,3]. 

© اكتب معادلة للمماس ”7 للخط البياني للتابع / في النقطة 1/7 التي فاصلتها 2 وعيّن .© 
فاصلة نقطة تقاطع 7 مع محور الفواصل. 

© اكتب معادلة للمستقيم 5, المار بالنقطة /1 والنقطة ((77)0,/)0 . ثم عيّن 6 فاصلة نقطة 
تقاطع 5 مع محور الفواصل. 

© رتب الأعذاف ين و 9و غ6 تصباعدي ::واستنتك محال يحضير الكل 6. 





1 لإثبات أن للمعادلة 0 حت (2)/ حلا وحيداً في محال بها نتيئن ان 1 000 اه ارد تعاماً 
على [0,0] إن (0)/ و(6)/ من إشارتين ختلفتي” 
الخلا 


© تقودنا دراسة التابع / إلى جدول تغيراته الاتي: 








ونلاحظ من الجدول أنّ التابع المستمر / متزايدٌ تماماً على المجال [2,3]» وأنَ 1- - (2)/ 
و8 - (83)/ءأي 0 > (3)/ *(2)/ . إذن للمعادلة 0 - (5)”, حل وحيد » في المجال [2,3]. 


9 يُبين الجدول بوضوح أيضاً أنّ 0 > ()/ على المجال [0,2ه-[ و 0 < (5)/ على المجال 
[مه+ ,3]. إذن» لا تقبل المعادلة 0 - ()/ سوى الحل م ح به في 18. 

© معادلة المماس ”7 في النقطة (1-,714)2 هي : 9- 4# ح (2)/ + (2 --0()8)"/ ح يوء وهو يقطع 
محور الفواصل في النقطة التي فاصلتها 4 ح ,٠ن.‏ 

© معادلة المستقيم 5 المار بالنقطة (1-,1/1)2 والنقطة (71)4,12, إِذْ 12 - (2)/» هي 


0م ١ه‏ 
وله زور ب روي “الحلقاك دن 


© لاحظ أن 0 < 12 - (0)/ و 0 > تثللة - - (8)/ إذن ه > » > 28 وعليه 8,1[ © 6. 








90 





في الحقيقة» يمكن تعميم المبرهنة 7 إلى حالة مجال لا على التعيين 7 وتابع / مطرد عليه» إذ يكون 
في جميع الأحوال (7)/ - 7. مجالآء توضّح المبرهنة الآتية الحالات المختلفة للمجالين 7 و7. وذلك 
تبعاً لجهة اطراد التابع / 


7© مبرهنة 8 


فيما يأتي 0 وم 5 1 5 عة مه + ,رمه -! لا 8[ء ونفترض أن 0 > 0. ونفترض ل 
التابع / تابعٌ مستمرٌ ومطردٌ تماماً على المجال 7 وأنّ (7)/ - .. 





متزايد تماماً / متناقص تماماً 
[0,ه] - 1 ال سن ار ار 
[1,8 - [(0)/ ,(هام مسنا] - (1)/ |(:2)/ سنا ,ررة)/] - (1)/ 
كم العام سنا رزه)/] - (1)/ لهال ,(ه)/ مسنا] - (1)/ 
]0ه[ - 1 | (هار مسنا, زمار سنا | - (1)/ | (ها سنا ,(ه)/ مسنا] - (1)/ 


(عتل]| حل معدة 


تأمّل جدول تغيرات / المعرف والمستمر على 12. ما عدد حلول المعادلة 0 - ()/ في +1؟ 
: 


3 ايد 4 ار 2 726 





انطلاقاً من جدول التغيرات» سنهتم بتحديد قيم / في كل من المجالات 
]11-رهه - [ع- ك7 و[1,2-] ع ول و اهمه ,2| - ول. 
استناداً إلى المبرهنة 8. لمّا كان / مستمراً ومتناقصاً تماماً على كل من ,15 و ,7 ومستمراً ومتزايداً 
تماماً على ,1 استنتجنا أنّ 
]مه + ,2 - [ > )7 > إل و[2,4-] > (ول)/ - ول و ]3,4[ - (و1)/ - ول 
" / متناقصٌ تماماً على المجال ,7 وينتمي الصفر إلى المجال ,. » فيوجد إذن في ,1 عددٌ 
حقيقي وحيد »© يحقق 0 - (0)/ . 
# م متزايدٌ تماماً على المجال و7 وينتمي الصفر إلى المجال ,ك7 » فيوجد إذن في ,17 عدد حقيقي 
وحيدٌ 6 يحقق 0 - (80)/. 
" ليس للمعادلة 0 - ()/ حلول في المجال ,7 » لأنَّ الصفر لا ينتمي إلى المجال ,آ.. 


نستنتج مما سبق أنّ للمعادلة 0 - ()/ حلين في 18. 





00 





رض هل صورة مجال [0,7] وفق تابع مستمرٌ هي دوماً مجال [11[/ ,770]؟ 

نعم حتى لو لم يكن / مطرداً. عندما [4,5] - 7» يكون (7)/ مجالاً مغلقا 
[4 لأياً كانت ه من 7 كان /1 > ()/ > 70. إذنء أيا كانت ؛ من 
[0,24] جد على الأقل عدد حقيقي » من المجال [0,5] يحقق » ح (0)/ . 

















0 كيف يفسّر وجود ووحدانية حل المعادلة يه - (6©)/ ؟ 


"" يتأكد لنا وجود الحل عندما يكون التابع مستمراً وتقع : بين (0)/ و (0)/ . 
أما في حالة تابع غير مستمرء فإِنَّ وجود الحل غير مضمون بالضرورة. 
ففي الشكل المرافق» التابع المرسوم خطه البياني معرّف على [1,4] ولكنه 
غير مستمر. ونرى أنّ المعادلة 4 - (5)/ قابلة للحل. في حين لا حلول 
للمعادلة 2 - (2)/. 


"ا ويضمن لنا الاطراد التام للتابع وحدانية الحل. أما في حالة الاطراد غير 
التام» فقد نجد للمعادلة أكثر من حل. 
الكن عانق الت مر اسار مركن رين مدر هادا روي 
أنْ جميع قيم المجال [2,3] حلول للمعادلة 1 ع (ه)/ . 


8 مفهوم التابع العكسي 


لنتأمّل تابعاً / مستمراً ومطرداً تمامآً على مجالٍ ما 7» ولنضع 7, - (7)/. المجموعة 7.» كما نعلم, 
هي مجال. عندئذ: 

© أياً يكن العدد الحقيقي ‏ من 7» ينتمي ()/ إلى .. 

© أيا يكن العدد الحقيقي ؛ من » يوجد عددٌء واحد فقطء + من 1 يحقق ٠‏ ح (2)/ . 

عندما يتحقق هذان الشرطان» نقول إِنّ م/ تقابل من 7 إلى 7 





يمكننا الآن أن نعرّف تابعاً و على 7 كما يأتي: إذا كان ؛ عددا 1 

من 7 وكان 2 الحل الوحيد للمعادلة «# -(7/)2» عزفنا م 5 
:ه - (0)و. نقول إِنْ و» المعرف على (7)/ - /7ء هو التابع 9 

العكسي للتابع / المعرف على 7. كما نسميه التقابل العكسي 7 1 


للتقابل /ء» ونرمز إليه بالرمز + /. 
وعليه أياً كان :ده من 1ء كان * ع (()/)و . وأياً كان ؛ من /ر» كان 7 ح ((0)0)/ . 


6 























نتم و هو التابع العكسي للتابع / (0 --5/)» فإِنَ / هو التابع العكسي للتابع 0 
7 - 1 و). وثكتب العلاقتان * - (()/9)7 و ؛ - ((9)7)/ بالشكل 
وك رار 





_- لماذا يكون الخطان البيانيان لتقابل وتقابله العكسي متناظرين ؟ 


ليكن / تقابلآ مستمراً من مجال 7 إلى مجال 7.» وليكن 0 التقابل العكسي للتابع / . عندئذ أيآً كانت 
من 7 و أياً كانت من 7» كانت العبارتان ؛ - ()/ و - (0)7 متكافئتين. 

في معلم متجانسء نرمز إلى الخطين البيانيين للتابعين / و 0 على التوالي بالرمزين ,0 و ,0)» عندئذ 
,0 و ,© متناظران بالنسبة إلى المستقيم 4 الذي معادلته :ه -ح :. 

في الحقيقة» تكون نقطتان |7 |1 و ,11/7 متناظرتين بالنسبة إلى 
المستقيم الذي معادلته ‏ -ن إذا وفقط إذ كان 














/ / 
1 ع لك و نك ع- نز. 


1 1-0)/( 








فهي إذن نقطة من ,0. ونجد بالمثل أنّه إذا كانت 34 نقطة من ,0 » 
كانت نظيرتها ار نقطة من . 


التابعان 2 ج20 : ثم وه ب:* : و مستمران ومتزايدان تماماً 
على ]هه +,0] - 1. وإذا وضعنا * - ()/ وجدنا :د - (ن)و» 
وبالعكسء إذا كان :د - (9)7 كان ؛ - ()/ .إذن يمثل كل من 
وو تقابلاً وتقابله العكسيء وفي معلم متجانس يكون خطاهما 
البيانيان متناظرين بالنسبة إلى المستقيم 07 الذي معادلته :ه ح ,,. 








060 





> تحاووم 


© التابع /, معرف على 1 وفق 2 -« + 2ه - .ه - (م)م . علل لماذا يكون للمعادلة 0 - ()/ 


© التابع 'م/ معرف على 1 وفق 1+ 32 - 3 - (2)م . علّل لماذا يكون للمعادلة 0 1+ ()/ 
ثلاثة وفقط ثلاثة حلول حقيقية؟ 


© ليكن / التابع المعرف على المجال [3,2-] - 7 وفق 1+ 2ه - ()/. 
© ما عدد حلول المعادلة 4 ع ()/ في المجال 7؟ 


1 
2-- 1 





© ليكن / التابع المعرف على المجال [2,3] - 7 وفق 
.ما عند خلول المحادل: 3 ()/ في المجال 1؟ 


. /)( - 


© ليكن م التابع المعرف على المجال 18 وفق 1-مة - تمه - (م)ر. 
احسب (1-)/ و 23-)/ و(7)0/ و (1)/. 
© استنتج أنَّ المعادلة 0 - ()/ تقبل ثلاثة حلول في المجال [1,1-]. 


© ليكن / التابع المعرف على المجال 1 وفق 5 - مق + 1 ع ()/ 
© ادرس نهاية / عند 0ه- وعند همه-ل. 
© احسب (:”/ وادرس إشارته» ثم نظَمْ جدولاً بتغيرات / . 
© أثبت أنَّ المعادلة 0 - ()/ تقبل ثلاثة جذور فقطء ينتمي كل واحد منها إلى واحد من 
المجالات: [1-,2-]ء و[1,1-] و[1,2]. 


© احسب (0)/ و [2)/ واستنتج أنه يوجد عدد حقيقي © يحقّق 0 ح (0)/ . 
© اشرح لماذا كل حل للمعادلة 0 - (5)/ يجب أن ينتمي إلى المجال [1,1-]. 


© استنتج أنَّ كل حل للمعادلة 0 - (5)/ يجب أن ينتمي إلى المجال ]0,1[. 
© برهن أنّ التابع #وم» -# جب متزايدٌ تمامآً على المجال ]10,1[» واستنتج أنّ للمعادلة 


0 - (5)/ حل حقيقي وحيد »0 ينتمي إلى ]10,1[. 


0 











"" تفيد العمليات على النهايات في إيجاد نهاية ناتج مجموع تابعين أو جداء ضربهما أو خارج قسمتهماء 
إلا أنّ هذه العمليات قد تقودنا إلى حالات عدم التعيين وهي: 


35 
م دوملع ممل << 0)) 0 نمكت 
0 همك 


" إذا كان تاب / أكبر من تابع ينتهي إلى -0-+» انتهى / نفسه إلى 00+ . 

واذا كان تابعٌ م أصغر من تابع ينتهي إلى 0ه-» انتهى / نفسه إلى مه-. 

"" إذا كان تابع / محصوراً بين تابعين ينتهي كل منهما إلى 7» انتهى / نفسه إلى /. سواءً كان / 
عدداً حقيقياً أو كان مل و مه . 

"" عندما نبحث عن نهاية تابع مركب [()0)7 + :ء عند م» نبحث أولاً عن نهاية 7 عند مء فإذا 
كان 5 - (5)5 مننا بحثنا عن نهاية 0 عند 6. 


0 ح يدل 


" تسمح المبرهنة المتعلقة بنهاية تابع مركبء بتغيير المتحول. فعندما نبحث» على سبيل المثال» عن 
نهاية التابع 





ف 1 ل 4 ان 1 ل 427 
2-1 


)-م:/ 


2 1 





5 ْ . نم4‎ 1 00 ٠ 
عند مه+» يمكن أن نضع - - (2):ه» فيكون 2 - () دنا ويكون من ثم‎ 
مح لج وو‎ 50 
. ثية - تايمنا - (مار سنا‎ | - 32-24 - 8 
جه محملدجوع‎ 2 


" لدراسة استمرار / عند »» نحسب ()/ «دنا ونحسب (60)/. 


ا التوابع الاشتقاقية هي توابع مستمرة. 
2 
0 7 


9 عند البحث عن نهاية تابع» فكّز في استعمال التوابع المرجعية: 7 جحمر 6 تنج جريوى تنج جريوى 


بأد جد يوه 2 جم رو رك جم بد حك جم بد ب . ثم اكتب (:)7 بدلالة تلك التوابع بشكل 


"" تذكز أنّ نهاية تابع كثير الحدود عند 00+ أو 0ه- تساوي نهاية حدّه المُسيْطر. 





© 





" تذكّز أنّ نهاية تابع كسري (بسطه ومقامه كثيرا حدود) عند 00+ أو 0ه- تساوي نهاية خارج 
قسمة الحدٌ المسيطر في البسط على الحد المسيطر في المقام. 

"ا عندما تقودنا مبرهنات النهايات إلى الحالة 0ه - مه+ أو ّّ تذكّز أن تضع الحد الأعلى درجة 
خارج قوسين. 

“ا عندما لا تفيد مبرهنات النهايات» فكر بالاستفادة من مبرهنة الإحاطة. 

"" لإثبات أنّ المستقيم الذي معادلته 6+ هم -؛ مقارب للخط البياني ,0 في جوار 00+ » يكفي 
إثبات أنّ 60 - ((0 + نهم) - (مار) سنا . (الأمر ذاته عند مه-). 

" إِنَّ تغيير المتحول وفق + - 0 ينقل حساب النهاية عند الصفر إلى حساب النهاية عند 00+ أو 
عند 0ه-» وبالعكس. مما قد يسهل حساب النهاية. 

"" فكز في أنَّ الاستمرار والاطراد التام» لتابع / يقودان إلى معرفة وجود حل المعادلة 8 - (2)/ في 


"" استمرار تابع عند 4 لا يعني بالضرورة قابلية اشتقاقه في ». فمثلاآً التابعان #/ه به و |ه| ب م 
مستمران عند ١‏ لصفر » وغير اشتقاقيين عنده. 
له لتعيين صورة المحال [0,ها وفق تابع 30 لا يكفي حساب (0)/ و ا 














57 1 البحث عن مقاربات مائلة 
© أمثلة 
٠‏ 9 1221 
1. / هو التابع المعرّف على 001+ ,0[ وفق - + ج - نه - (2)/ . 
لمانا يمك تاكن ١‏ الحستكم كر الائ مدتائه طاح حصان مقارية للخل م قر هد حمدة 
ذا يمكن تاكيد أن المستقيم االمحاحكة سد كار امدريد ,0 في جوار 06+ ؟ 
© بِيْنْ الوضع النسبي للخطين 4 وم©. 


5 5 5 1ل 212 





5 2 
بإعطاء :: قيماً كبيرة» تكون قيم (2)/ قريبة من 20 - -- . فيمكن إذن أن يكون مستقيمٌ معادلته 
من النمط 5 + 2 - , مقارباً للخط البياني ,0 . سنسعى إذن إلى كتابة ()/ بالصيغة: 

لك بم سمه - (جم)م 


3 ل بن 
6 


3:23 
© استنتج أنَّ ,0 يقبل مقارباً مائلآ 4» وبيّنْ وضعه بالنسبة إلى ,0. 
© الحالة العامة. نتأمّل تابعاً / تابعٌ يحققْ مه + -ع ()/ر مننا . 


مه لج نر 





© عين عددين 5 و »ء يحققان + م + 2# - (م)رءأياً كان 0 < :ه. 


1. لك مستقيم معادلته 6 + :هه ح رإ (0 عدب اء نفترض أن 
0 > ((5 + نهم) - (م)م ) مانا ٠.‏ 


م لج نر 


مح رون[ حعد ىو و نمه - (ه)م ) مثا[ -6. مساعدة: اكتب 


مهلج بجر مملدجدبر 
١‏ (طامل اه ح رشار اعد 0< سوك رمال : 
2. وبالعكسء أثبت أنه إذا كان 


4120 ونا (ه عدد حقيقي غير معدوم) و 0 - (بمه - (2)/) اذا (0 عدد حقيقي) 
2 06 جر 3 مملدجدو قا 
كان المستقيم الذي معادلته 0 + بده - بن مقارباً للخط ,0 . 
© تطبيق 
ليكن / التابع المعرّف على [مه+ ,0] وفق 1 + 2هل/. - ()م . بالاستفادة من ©» أثبت أنٌّ 0 


ملاحظة: يُبحث عن المقارب المائل في جوار مه- بطريقة مماثلة لما هو في جوار م ل. 





00 





نشاط 2 نهايات جديرة بالاهتمام 
. 5 5 1 1- 
اليدقه من هذا التقاط هو حساب التياقت. 7 ووز و 0 نا . 
7 جل 








ليكن التابع /, المعرّف على (1)0 بالصيغة "كلك - (0)/. في الجدول الآتي نجد بعض 


الأعداد القريبة من العدد 0 وقيم التابع م المقابلة لها. 








نلاحظ من الجدول أنّه عندما تقترب قيمة « من العدد 0 تقترب قيمة (7)/ من العدد 1 وذلك مع كون 
التابع /, غير معرف عند 0 - 7. ويوضح ذلك الشكل الآتي. 


1-1 كك 


يك | | | 9# 1 1 اسصلل ا 





إذن من الطبيعي القول إِنْ النايع ا بسعى إلى العدة 1 كلد الصكر 1 5 10/1 : 
© حالة ” من المجال 
لتكن © الدائرة المثلثاتيّة التي مركزها 0. ولتكن 34 تلك النقطة من © 
بحيث يكون 7 التعيين الأساسي بالراديان للزاوية الموجهة (/0/,01). 
7 هو أيضاً قياس الزاوية الهندسية 150737 بالراديان. وفق هذه الشروط 
ومع الأخذ بدلالات الشكل المرافق» نعلم أَنَّ 1 - 04 و58م» ع  014'‏ ير 
و8 دنه ع '1411 وطول القوس 217 يساوي 7. 

مساحة المثلث 047114 < مساحة القطاع الدائري 0/414 < مساحة المثلث "0/7 595 











1. لماذا مساحة القطاع الدائربي /041 تساوي ؟ 
2. لماذا مساحة المثلث /041 تساوي /<دذه”؟ 


7طذه 1 
4 


3. لماذا مساحة المثلث 0/7 تساوى 
* روم 2 





الستري ري ا 





4. استنتج و 1" 
من (*) ان »26 
5 استنتج أنّ 1 > 4ل > «#ومه أي يكن « من | 





© حالة 7 من المجال |2,0-| 


7 / 5 
نضع «- - “#ء فيكون 0 < // < 2 واستناداً إلى الدراسة السابقة > لل > ارزوون. 


/ 





9و 9 01د ]- له 
1. استنتج أنه ايا كان 0 عد 8 و5 من المجال | 2,2-|» كان ال سي 
. ء 7 5117 
2. نهابة التايع المألوة عند الصفر تساوى 1. استنتح ان 1 ح 1 
تهاب بع لوف 08© جرم جر لصفر وي ستنتج أن ا 





© النهاية الثانية المتعلّقة بتابع جيب التمام 
يقودنا البحث عن نهاية 282-41 عند الصفرء بحساب نهاية البسط ونهاية المقام» إلى حالة عدم 
م 


تعيين» لأن نهاية كل من البسط والمقام تساوي الصفر عند 0 - 7. 


1. بملاحظة أن لزه 2 ] ع م/ومع»ء أثبت أن 





| ا 1 #/نسفة_ _ 1 حلاوم 


7 400/22 2| )0/2( 


لنتأمّل التابع المعّف في (7,7[140-] - 7 بالصيغة 
5وم» -  205)32(‏ - 


25112 


استعمل أسلوب الفقرة © ونتائج هذا النشاط لتحسب (8)/ 2ذ! . 











كروي مرنات ومسائل 


6 ادرس في كل حالة نهاية التابع / عند أطراف مجموعة تعريفه» وعند اللزوم ادرس النهاية من 














اليمين ومن اليسار. 
7 4 
0 تي دم 5 ك- 2 - (م)/ 
0 00 1 1 0 
0 32 + 5ه ح (2)/ر 0 رار 
© [نهله-22-3()]5) - رمام © 0 
1 
29 :2 ملو + 25 ح (2)/ر 0 22 + 2ن ع (نو) ل 
1 
© 3 + هل90 - ب ع (بما/ اك ]حك كوه كت رار 


©6 أوجد نهاية التابع / المعين بالعلاقة 2 - ()/ عند 1 وعند 0ه- وعند محل » نَم أوجد 
0 
معادلات المستقيمات المقاربة لخطه البياني وبيّن وضع الخط البياني بالنسبة إلى مقارباته الأفقية. 
© أوجد نهاية التابع 7 المعو الع 1 
1[ ل بك 
معادلات المستقيمات المقاربة لخطه البياني وبيّن وضع الخط البياني بالنسبة إلى مقارباته الأفقية. 
© / هو التابع المعرف على المجال ]0ه +,1[ وفق 804ل 22 - )م . 


1 -2 
1 ج20 
2 2 
ا 


- 000 عند 6- وعند 00ل وعند 1-. ثْمّ أوجد 





8 افت أن أي يكن 1 < 1. 








© استنتج نهاية / عند 00+-. 
© يكن 7[ التابع المعرف على 1 وفق 1- 322 - 25 ح ()م وليكن 
© خطه البياني المبيّن في الشكل المرافق. 
0 ادرس نهاية 7 عند 00- وعند 00+. 
© احسب (:”/ وادرس إشارته» ثمَّ نظَمْ جدولاً بتغيرات / . 
©. أثبت أنّ المعادلة 0 - (5)/ تقبل جذراً واحداً فقط. وإذا رمزنا إلى 
هذا الجذر بالرمز ه» أثبت أنَّ .© ينتمي إلى المجال |1.6,1.7|. 





00 








لنتعام البحث معأ 
© تبي رالمحول 
نتأمّل التابع م المعرف على *1# بالعلاقة اتقالة - بر ادرس نهاية / عند الصفر. 
9 نحو الحل 
له نحن أمام صيغة عدم تعيين» لماذا؟ 
4 بحناً عن طريق 





الطريقة الأولى: تُذكرنا عبارة ()م/ بالتابع - ب الذي تساوي نهايته 1 عند الصفر. وهذا 
يقودنا إلى التفكير بتغيير للمتحول. أجر التغيير 3 - ء ثمَّ أنجز الحل. 


لطريقة الثنية: تمكن كتابة (ممر بالصبيغة 800 !كال - (يمرء وهذه العبارة هي معدل تغير 


1 


التابع :3 زه + . استفد من ذلك لإيجاد نهاية / عند الصفر. 


© التاع + مم صما مده 


ليكن / التابع المعرفت على 1 وفق 0+1 - 22/. - ()/. وليكن © خطه البياني. 
المطلوب هو إثبات أنّ الخط © يقبل مقارباً مائلآً في جوار 0-» وكذلك الأمر في جوار 0ه-. 
98 نحو الحل 
فهم السؤال 
الحد المسيطر في كثير الحدود 1 + + + 22 هو 2+2»: فيمكن أن نخمّن أنّهء عند القيم الكبيرة 
للمتحول » يكون ()/ من مرتبة :2/. - 25:2/. 
بحثاً عن طريق 


© أثبت أنّ قلد - | :2ل - +ه + مول ) 110 » 


مه لج نر 


© استنتج قيمة | (2د + ١/2‏ - (2)/) سنا . 


م لج ورور 


© أعد الدراسة السابقة في جوار 6--. 


كر أنجز الحل واكبة بلغةٍ سليمة. 





00 





كي رالحدود ذي الدمجة الفرديم 


من المعلوم أنَّ كثير حدود 7 من الدرجة 7 يكتب بالصيغة 
مه +... ل لذ "نهر_ ره ل "روره ع (مام حيث 0 عد ,,ه. 
نهدف إلى إثبات أنَّه إذا كان 7 عدداً فرديّاًء قبل 7 جدراً حقيقياً على الأقل. 
9 نحو الحلّ 
4 فهم السؤال. يتعلق الأمر بإثبات أنّ للمعادلة 0 - (#)ص حلاً على الأقل في حالة « فردي. يتبادر 
إلى الذهن أن ندرس تغيرات التابع (ه) ب . ولأنَّ التابع 27 مستمرٌء يمكن التفكير في إيجاد 
عددين » و © يحققان 0 > (7)0 < (2)0 . أيَهُ مبرهنة تفيد في تحقيق ما خطر لنا. 
بحناً عن طريق. لنفترض أُولاً أن 0 < ,0. 
ه احسب (م)ط صننا و (م)ط صلل مستفيداً من كون العدد :: فردياً. 
استنتج أنّه يوجد عددان حقيقيان © و5 يحققان 0 < (2)04 و0 > (2)0. 
استنتج وجود عدد حقيقي © يحقق 0 ع (2)0 . 
ادرس بالمثل حالة 0 > ,4. 





دما إلى الأمام © 


ادرس في كل حالة نهاية التابع / عند 4» وادرس عند الضرورة النهاية من اليمين ومن اليسار. 


62 ههل,1,5.هه- ح نم اه حت 6ك د رار 


2 
8 وود ف قب ووم سن للتقتطة ص وار 


© هوهح-ل,2.1-,ه0ه- 


_ 
مسر 
5 
سباح 
3- 
ههه 
|| 














اعد وو عاد كر 
2 1 
© مح لبق ,83-,همه- ع نل _ نر 
مركو حدر 
1ج “0 
© مهل ,1,مه- ح بن 3-0 - (#)مر © مملر,مه- ع ها ند كمزة + 2 ع (جه)/ر 
حت 0 
© ممدرمه- ع هن (2وومه + 2300 ح (نتار م + ,1 ح بن ١‏ د كور 
حت إل 
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ح ()و. 





60 ليكن , التابع المعرف على 1 وفق 


1 
مثو 9 + 3 


( اضت أن نو .محكذوة. 


2 


© استتتج كلا من النهايتين | 





' 2 ذه ل رس 
م لجر 








مهتم لتطتتتت !| ١‏ 0 
:2 512 2 ل 3 :2 ذه 2 ل ق أممدجن 
9 62 ل تروق 
ا(و ليكن / التابع المعين بالعلاقة -52 +323 - رمار. 
© عيّن ,2 مجموعة تعريف / . 
© أوجد الأعداد » وة و» التي تحقق -4- هف + كب به - (مارء أي تكن :: من ,2. 


© ادرس نهاية / عند حدود المجالات الثلاثة التي تؤلف ,(1. 








09 ليكن التابع المعين بالعلاقة ح ()/ . 


46 
كر 
© ادرس نهاية / في جوار 1. 
© أوجد مجالاً 7 مركزه 1 ويحقق /10 < (5)/ء أياً تكن :ه من .11١11(‏ 


9 ادرس في كل حالة نهاية التابع عند 6 . 


00 وقح حانج . روس بووك كو لهت رزروار ١‏ 8 وق حدبن نودامك روسد ذروه لذ ت زر 





3 0-6 تلق رم 4 كن تكس - (ما/ 
© مم +,1 - و دار © مه+1- دون كج - (م)/ 
4 [حددكن 











0 هه+,0 ع ن حت إبذ ا 8 )ب لح ح (ه)/ 
527 00 
27 5111 :24 0 ل كرون لحايه 1 
8 ا ار ا 0 
© ليكن 0 التابع المعرف على المجال 001+ ,3| لك - رماو . 





© احسب (2)و صدذا واستتتج ((9)9)2 صنذ[ . 


مه لج ]ىور م لج ورور 


© أعذ حساب ((28)و)و دنا بعد كتابة (()و)و بدلالة :ه. 
لجرو 
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© نكن 6 الخط البياني للتابع / المعرف بالعلاقة سكل مل نمه > (0)/ . جد الأعداد 
الحقيقية © و5 وه و4 علماً أنّ الخواص الآتية محققة: 
" المستقيم الشاقولي الذي معادلته 3 - + مقارب للخط 6©. 
9 المستقيم المائل الذي معادلته 25-5 إ مقارب للخط © عند مهمد وعند مه-. 
" تنتمي النقطة (4)1,2 إلى الخط 6 . 

699 فيما يأتي هو الخط البياني للتابع / الذي ندرسه على مجموعة تعريفه ,2. بِيّنْء في كل 
حالة» إنّ كان ثمة مستقيمات مقاربة (أفقية أو شاقولية أو مائلة) للخط © . 











9 دمر © تي+وده - مم 
2-3 1 ل 2 
م ار 
2 2 59 5 
00 9 : 2 
5 4 1 000 6 1# 0 
2 5 
6 1 62 د 0 1[ ل 32 00 
1 3ن 1 -- 12 
: 0 3 
© حم كأ 0 اد سف 12 
1 1 بن 


مساعدة: في © و © و © فكّر باستعمال القسمة الإقليدية لكثيرات الحدود. 


0 ». احسب (2د)/ طلا م 11 +4 2) - ()/) 13 + 


مو لجن 
0 استنتج وجود مقارب مائل / للخط البياني ر( للتابع ل في جوار م ل. 


© ». احسب (2)/ مطننا . 


أفيت وجود. عند حنيقي. 1 يحقق. بج ح لخلك ريرزا .وأن قهاية من جازني )ار جد عند 


7 06 جرنل 
مه- عدذ حقيقي 5. 
©. استنتج وجود مقارب مائل “45 للخط البياني ) للتابع '/ في جوار 0ه-. 


© نين 6 الخط البياني للتابع / المعرف على 1 وفق 5+ نيه + تبداء - ()/ . 


0 أحسب (2)/ر 10خ[ . 


مل جد يع 
© ه. اكتب ثلاثي الحدود 5 + م4 + 52 بالصيغة القانونية» (متمّماً إلى مربّع كامل). 
0 استنتج وجود مقارب مائل للخط البياني رو( للتابع 01 في جوار مه + . اكتب معادلته. 








(© يكن © الخط البياني للتابع /, المعرف على 1 وفق 1+ 2هلء + هه - (5)/ . 
© ادرس نهاية م عند 0ه--. اشرح التأويل الهندسي لهذه النتيجة. 
© أثبت أنّ المستقيم 2 الذي معادلته :2 -؛ مقاربٌ للخط 0 في جوار 00+ . 
© ادرس الوضع النسبي للمقارب 45 والخط 6 . 

© نكن © الخط البياني للتابع / المعرف على 2 وفق [|1- 422|/, + نه - ()/. 


© ادرس نهاية / عند 00- وعند 00+-. 





© 0.احسب (32 -(2)م ) دنا ٠.‏ 


© ».استنتج أنَّ الخط 0 يقبل مستقيمين مقاربين مائلين ,4 و رك يُطلب إيجاد معادلتيهما. 
.ادرس الوضع النسبي للخط 0 وكلٍ من المقاربين 4 وواوا. 
09 يكن 6 الخط البياني للتابع / المعرف على 1 وفق 3 + نمه - 2م4ل. - ()م . 
60 ادرس نهاية / عند 00+ وعند 0ه-. 
© م.اكتب 3 + 4# - 455 بالشكل القانوني. 
(.ادرس نهاية التابع 7 المعرف وفق 1(7- 2)/. - (2)/ - ()/ عند 0ه- وعند مه+ . 
©.استنتج أنَّ الخط 0 يقبل مستقيمين مقاربين مائلين يُطلب إيجاد معادلتيهما. 
© أثبت أنّ الخط © يقع فوق كلّ من هذين المقاربين. 
69 يكن © الخط البياني للتابع / المعرف على 1 وفق سكيس + م - (م)ر. 
.١ ©‏ أثبت أنّ المستقيم 8 الذي معادلته 1 + # - , مقاربٌ للخط 0 في جوار مه . 
. ادرس الوضع النسبي للمقارب 5 والخط 0 . 
© أصحيحٌ أنّ المستقيم 47 الذي معادلته 1 - :هه - ؛ن؛ مقاربٌ للخط 0 في جوار مهم-؟ 
(© يكن 7 التابع المعرف على 18 وفق 1 ++ + 3ه - ()ر. احسب (1-)/ و (0)/ ثمّ أثنبت 
وجود عدد حقيقي وحيد م من المجال |1,0-] يحقق 0 ع (0)/. 
69 يكن 7 التابع المعرف على 101-11 وفق 6 - ()[ . 
© أثبت أنّ م متزايد تمامأ على المجال ]|1-,3- |. 
© نظّمْ جدولاً بتغيرات / على المجال |1-,3-]. 
© أوجد [|1-,3-غ)/ وأثبت أنَّ للمعادلة 10 - ()/ حلا وحيداً في المجال |1-,3-|. 
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69 نيكن 7 التابع المعرف على [0,3] - 1 وفق 20-3 - ثب ع (ه)/ . 
© ادرس تغيرات / ونظم جدولاً بها. 


© استنتج قيم ‏ التي تحقق 0 - ()/ . 
© عين (0,30])/. 


وعين (12)/ . 


(© نيكن / التابع المعرف على +1 وفق: 


) د به : | 
ادس : 0 
© احسب نهاية / عند الصفر. 
© هل /, مستمر عند الصفر؟ هل هو مستمر على 1؟ علل إجابتك. 


09 يكن التابع المعرف على 1 وفق: 


0 اعم ذولوت] 
0:ج : 177 


نا الك السيح اميت لعفي 0 لك 7 الي الميرن على لدان د 
وفق (نتاط - نه ح (نه)[] . 
© ارسم الخط البياني للتابع م/, على المجال [0,2]. 
© هل / مستمر على المجال [0,2]؟ 





60 يرمز ()87 إلى الجزء الصحيح للعدد الحقيقي :. ليكن / التابع المعرف على المجال [0,2] 
وفق “((8)2 - م) + (نماط ح (جم)ر . 

© اكتب ()/ بعبارة مستقلة عن (5)5 ( لا تحوي (:)7 ). 

© أثبت أنّ م مستمر على المجال [0,2]؟ 
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(6 في معلم متجانس: © هو الخط البياني للتابع / المعرف على [0,2] وفق #2 صنذه ع (2)/ . 
ناض امسا اذى ماه ون 
0 . ارسم كلا من 0 و0. 
5 عدو أن المعادلة 2 كيين بهذ وهيذا بج فى المحال 2 ء أستلة من الرييم لإبحاة 
مجال صغير ينتمي إليه ». 
© نرمز بالرمز و إلى التابع المعرف على [0,5] وفق م2 - تله - ()و. 
*. احسب ()0 وأثبت أنَّ (0)2 ينعدم عند - - ه. 
(. نظُمْ جدولاً بتغيرات 1 
© استنتج مما سبق أنَّ المعادلة < - #هنه تقبل حآدً وحيداً .» في المجال [10,7. 





09 نيكن | تابعاً مستمراً ومعرفاً على المجال [0,1] - 7 ويحقق 7 ح (2)/ء أياً يكن 2 من 7. 
نرمز بالرمز / إلى التابع المعرف على 7 وفق « - (5)/ - ()6. بتطبيق مبرهنة القيمة 
الوسطى على التابع »2 أثبت وجود عدد حقيقي + من 7 يحقق ٠‏ ع (0)/. 


مجموعة نوأيع مسنمرة 
ليكن +7 عدداً حقيقياً» وليكن ,0 الخط البياني للتابع ,,, المعرف على 1 وفق: 
دويق - عجوو د 5ب ت (نه) رول 
© ». أثبت أنّ الخطين البيانيين 00 و ,© يتقاطعان في نقطتين 4 و 2 . أوجد إحداثيات هاتين 
7. استنتج أنَّ جميع الخطوط البيانية ,,0 تمر بالنقطتين 4 و 8. 
© أوجد نهاية ,,/ عند 00+ و عند مه-. 


© استنتج مما سبق أنّ للمعادلة 0 - (),/ ثلاثة حلول متمايزة في ©1» أياً يكن العدد 7. 





(09 ايكن تابعاً مستمراً واشتقاقياً على المجال [0,1] - 7 ويحقق الشرطين: 
» أياً كان # من 7 كان ()م/ من 7. 
" وأيا كان نه من ]0,1[ كان 1 > ()”/. 
أثبت أنّ للمعادلة * - (5)/ حلا وحيداً في 1. 


60 











9 ليكن 7 التابع المعرف على * وفق 7+-1/ - ()ر. وليكن 0 خطه البياني في معلم 

متجانس [ 0:1,7). 

© أثبت أنّ للخط © محور تناظر. 

© ادرس نهاية / عند 00+ وعند مه-. 

© أثبت أت جبع- ‏ -« - (مارء أي يكن دمن 18 اشع أن © يقبل مقازياً ماكلا 
4 في جوار 0ه . عيّن الوضع النسبي للخط © ومقاربه 0. 

© ليكن "0 الخط البياني للتابع 9 المعرف على 15 وفق (7/)5- -(9)5» وليكن 
"0 نا © -)7. أثبت أنّ معادلة /7 هي 1 - 2س 2ن. 

© نعتمد معلماً جديداً 0 حيث (0+2) 22 -8 و (3+3) 22 - 5. لتكن /1 
نقطة إحداثيتاها (7,) في المعلم ( 0:7,7) واحداتيتاها (3,77) في المعلم (0:7,7). أوجد 
وي بدلالة 1 و-1. 0 الخط /7 في المعلم [0:7,7). 


© تاج التيمة المطلقة: : تغيرأت . 00د 


ليكن © الخط البياني للتابع /, المعرف على 11+,1-/180 - ,72 وفق: 
خيده ادم - (به)م/ 





© ». اكتب (5)/ بصيغة لا تحوي قيمة مطلقة. 
. ادرس نهاية / عند حدود مجالات ,(1. نم أوجد (”/ وادرس إشارته على كل من 
مجالات ,(1. 
© ادرس تغيرات ونظُمْ جدولاً بها. 
© ه. تحقق من أنّ المستقيمين اللذين معادلتاهما 1+ ح :٠ن‏ و 1--#-  -‏ هماء بالترتيب» 
مقاربان مائلان للخط البياني "0 عند 00+ وعند 00-. ادرس وضع ©) بالنسبة إلى هذين 
المقاربين. 
7 أوجد معادلة للمماس 7 للخط البياني © في النقطة 4 منه علماً أنّ فاصلة 4. تساوي 
الصفر. 
©. ارسم '7 ومقاربي ) ثم ارسم 0 . 
© أثبت أنّ للمعادلة 0 - (5)/ حلا وحيداً ٠.‏ في المجال ]1,1-[ وأوجد مجالاً طوله 10-1 


تنتمى إليه 0 . 
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في معلم متجانس (0.7,7)» لدينا النقطتان الثابتتان (3,4-)4 و (2)2,1 والنقطة المتحولة 
(14),0 . نقرن بالنقطة 34 النقطة '714 التي نعرفها كما يلي: 


لت ل لصفا )12111 02 0 


نرمزُ إلى فاصلة '14 بالرمز (2)/ . تت رك كله 
9131“ يدا | | | ]|| 





© بدون حسابء خمَن نهاية / عند م0+-. 


ار عندما تختلف عن 1 وعن 3-» ثم استنتج نهاية 7 عند 





© أثبت أنّ 
6مك 

© ».ادرس نهاية 'م/ عند 0ه- . ما التأويل الهندسي لهذه النتيجة؟ 

.ادرس نهاية ثم عند 1 - . ما التأويل الهندسي لهذه النتيجة؟ 

© عندما 3- - :ء يكون المستقيم (/41) موازياً (0,7) وتكون «7 « في اللانهاية ». يمكن 
أنْ نقول في هذه الحالة أن (870) يوازي (0,27) وأنَّ “14 تقع في (2,0). نعرّف عندئذ 
التابع 9 وفق (5)/ - (0)5 عندما تختلف 2 عن 1 وعن 3-» و2 - (0)0-3. لماذا 
يكون و مستمراً عند 3-؟ 

ملاحظة: نقول في هكذا حالة إننا مدنا استمرار 9 ليشمل 3- ح ,م 





6" نعامرس (تذكرة) 

© مشتقات بعض النوابع المألوفة (تذكرة) 
© تطييتاتالاشتتاف 

اشتقاق تام م” ك0 

ي© المشتفات من سراتب عليا 





البابليّون وحساب الجذر التربيعي 

لالتلا عايب بار ارون الل ب إن المي 1 ماو رد 
المطلوب إذن حساب الل الموجب للمعادلة 0 ع (:5) حيث 4 - 2ه > (:2)/ » وفي غالب 
الأحيان لا نعرف إلآ قهمة تقريبية *2 لهذا الحل نفترض أنها أكبر من /.. ولكن هل يمكننا 
انطلاقاً من *:2 تعيين قمة تقريبية أخرى **:2 تكون أقرب إلى 4 من سابقتها *:2 ؟ 
نرى من الشكل أنّ الماس 7 في ((*:11)32:*,/)2 للخط البياني م0 يقطع محور الفواصل في 
نقطة فاصلتها **: تكون أقرب إلى 1/< من *:2. 
معادلة الماس 7 في 711 هي 

إلى - 2*ن ‏ +رورو2 ح را 

وهو يقطع محور الفواصل في النقطة التي فاصلتها 


1 
1 _ #«ف#و 
2800-5 











فنك 3 

13 1408 
17 0 060257 
12 108 12002 


0.0858 0.00245 000002 !!<!0!0!0 52 





هذه الطريقة كانت معروفة للبابليين منذ حوالي 
للآنة "لأف سنك .ولس الوارومية البابايةم 
ونجد في الشكل الجاور رُتقَأْ حجريا بابليأ رمزه 
9--80ل ثقش عليه 2/. و 1/4/2 
بالكتابة المسمارية بالأساس الستيني وهو ما كان 
معقرأ في ذلك الحين. 
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التوابع : الاشسفاف 





© تعاريف (تذكرة) 


في كل هذه الوحدة سنرمز بالرمز ,2 إلى مجموعة تعريف تابع / وبالرمز ,0 إلى الخط 
البياني للتابع / في معلم متجانس. 


1.. العدد المشّق والتابع المشنق 
© تعرينم 1 


ليكن / تابعاً معرفاً على مجالٍ 7 محتوى في ,2» ولتكن 0 نقطةً من 7. نقول إِنَّ 4 هو العدد 


المشتق للتابع / عند » إذا وفقط إذا تحقق واحدٌ من الشرطين الآتيين: 
"1 العذك 2 بهو نهاية الثابه 1 لظ ا عاك ب لا شي ا الست م ابدام 


0-7 في [. 
" العدد # هو نهاية التابع (1120-114 بدن عندما تسعى *: إلى » مع بقائها في (11)0. 


0 - رد 
يُرمز إلى العدد المشتق للتابع / في ٠‏ بالرمز (0)"/. 
© عندما يقبل / عدداً مشتقاً في 0» نقول إنّ / اشتقاقئٌ في 0. 
© عندما يكون / اشتقاقياً عند كل نقطة من مجالٍ 7»ء نقول إِنّ / اشتقاقىٌ على 1. 


© تعريوم 2 


ليكن / تابعاً اشتقاقيّاً على مجالٍ 7 . التابع المشتق للتابع / على 7 هو التابع ”/ الذي يقرن 
بكل © من 7» العدد المشتق (0)//. 
9 يمكن أنْ يعرّف ”/ على اجتماع مجالات وليس على مجال واحد فحسب. فمثلاآً: التابع المشتق 


بط : 14 خ ١‏ 
ل الا مرح حي ]بور جك حارو بير لدي المعريا ص زر اليه 


وفق حل - (م)/. 


1 
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1 المماس والتقريب التالفى الحلى 

ليكن © الخط البياني لتابع / اشتقاقيّ عند النقطة 4» وليكن 7 
المماس للمنحني 0 في النقطة ((4)0,/7)0» إِنّ 7 هو المستقيم 
المار بالنقطة 4 و ميلّه يساوي (60”/. (انظر الشكل المجاور) 
وتكون (0)/ + (4 - )(0)”/ - , معادلة للمماس 7. 





يظهر من الرسم أنّ المستقيم 7 قريب من المنحني © في جوار 
النقطة 4 » ويمكننا إذن أن نستبدل بالمنحني © المستقيم 7 بقرب 
النقطة 4 . بعبارة أخرى نستبدل محلياً بالتابع () ب التابع التآلفي 
(04 -)(0”/ + (0)/ جام أي إنّنا نستبدل بالعدد الحقيقي 

. (8 +700 العدد الحقيقيّ (7/)0 + (7)0 عندما تكون 7 قريبة من 
الصفر. 


و ما فائدة التقريب التآالفي المحلي؟ 
" في الحالة العامة حساب (0// “8 + (0)/ أسهل من حساب (7 + 4)/,ء لأنّ المقدار 
(7'0/ 8 + (0)/ كثير حدود من الدرجة الأولى بالمتحول #» فالحساب يتطلب فقط عملية 





ضرب وعملية جمع. 
فعلى سبيل المثال» التابع مزه جب : / اشتقاقي على 2.19 و0 - 0هزه - (0)/ 
و1-(05)0© - (0/. إذن لحساب قيمة التقريبية للعدد (512)85 في حالة قيمة صغيرة للعدد 
7 نستعمل (0)'/ >7 + (0)/ بح (5 + ه)/ فنجد ‏ بخ (512)5. إذن 
1 بح (512)0.1 
أَمّا الآلة الحاسبة فتعطي : 0.099833-(512)0.1!. 





9 عندما يكون / اشتقاقياً عند »» يمكن أن نكتب (2)0/ + (0)"”// + (0)/ ح ( + 6)/ 
و ()2 م هو تابغ للمتحول 7 يحقق 0 > (8) دلدذا : 





0 





في الحقيقة يكفي أن نضع 


1 نستفيد من تعريف العدد ١‏ لمشتق. 
وبالعكس.» إذا أمكن كتابة (6اعم8 + ثم + ره)ر 5 (8 ل هار حيث / عدد حقيقي و 0 - (/)ع مستل» 


عندئذ يكون 7 العدد المشتق للتابع / عند 0. 

إحدى صفات القطع المكافئ 
ليكن 72 الخط البياني للتابع 'م/ المعرف على 12 وفق 
- ()/ ولتكن 4 و27 نقطتين من 27 فاصلتاهما بالترتيب 
ه وه (0 عد /))ء ولتكن 7 النقطة من 727 التي فاصلتها 


25 ". أثبت أن المماس 77 المار بالنقطة 7 للقطع 7 يوازي 


المستقيم (47). 
1 علينا إثبات توازي مستقيمين. ولأنهما لا يوازيان محور التراتيب» يكفي إثبات تساوي ميليهماء أو 
إثبات الارتباط الخطي للشعاعين الموجهين لهما. 


2 كك 


1-4 رنة - وز 


المماس ل لذن 0ك روواار استنتجنا مجه الكة بر - لك إذن 0 - 17111 فالمستقيمان 








(.4) و7 متوازيان» وهي النتيجة المطلوبة. 








© مشتقات بعض التوابع المألوفة (تذكرة) 


2. عمليات على المشنمات 





7© مبرمنة 1 


ليكن » و « تابعين اشتقاقيّين على 7 (72 هي مجال أو اجتماغٌ مجالاتٍ)» وليكن / عدداً 
حقيقيّاً. عندئذ يكون كل من :0 و« + ٠‏ و 0 اشتقاقيًّ على 7 ويكون: 


ام > م و أن د أيه جح "ليه لل يو) و أزوية ل روأنة جح “زنانه) 


٠ ٠‏ 0 5 1 ك0 ٠‏ ناض الحم 
وعندما لا ينعدم ٠‏ في 7 يكون و صن دين على 0 ويكون: 








_[1 "سه سان _ ألا 
12 03 5 12 1 
وعلى الخصوص.» التوابع كثيرات الحدود اشتقاقية على . والتوابع الكسرية اشتقاقية على 


مجموعة تعريفها 


ع ممشسمات توابع مرجعية 





5.2. ممشلما ت كثيرات الحدود 


ليكن 27 هو كثير حدود معرف على 1 وفق مه + ورم ...ل 1 "نهر ره ل "نهرره > ()2 . لحساب 
)"م سن كل كد على حدته ثم نجمع الحدود الناتجة. فنجد 


به ...ل 4 "تور رولا ع مس) د ل ايو مم ح (يو) "طم 


6 








حساب مشتقات 


عيّن مجموعة تعريف كلٍ من التوابع الآتية» والمجموعة التي يقبل عليها الاشتقاق» ثمَّ احسب تابعه 
|| .2 جحوهم . 


جع وق ماف ور سب ارو 1 
0 - 0 © - (هم)و 
4 1ك ترك 75 
2 
© للاعات هه ح زمار 0 2 وم 2:2 ح (:2)ن] 
17 





© التابع / كثيز حدودء فهو معرّف على 22 واشتقاقي على 2 و (1+- 10# - 82)+ - (7)2. 


6 أيآً يكن العدد الحقيقي 2 يكن 0 عد 1 + م ب 5ج» فالتابع 6 تابعغ كسري معرف على 5] وهو من 
/ 
4م إن تداك : ل يك 0 :1 
م اشتقاقي عليها. , هو من الصيغة - فمشتقه هو من الصيغة 7 - » إذن 
1 ل 2 
1+ م + نن) 


/ / 
5ك م لاله ح (هلة ‏ /. 
فلمشتقه الصيغة جتتحخعخحححجيححت هه إذن: 


12 


- ح (نه) و. 


شتت 2 2 اسه نس شه ل نك شر للستت 00-0 


0 23 0 ا 0 


© التابع م# هو جداء ضرب تابعين: 122 جاه :يه و ومع جام : ن وكل منهما اشتقاقي على 2014 
فالتابع و اشتقاقي على +1 ومشتقه من الصيخة 'ننن د راب إذن : 


. 5 / 
2 طثة به - بو ومن :21 - نه صئه-) ثب + 2 ومع << :22 ح (2) 7 . 


رض لماذا تكون المبرهنة 1 غير مُجدية أحياناً عندما ندرس قابلية الاشتقاق في نقطة؟ 


" لأنّها لا تعطي سوى شروطاً كافية. على سبيل المثال» لإيجاد مشتق :؛ تنص المبرهنة على أنه 
إذا كان » و« اشتقاقيين على 2 » كان «: اشتقاقياً على 7 . لكنها لا تقول: إذا لم يكن « أو 
اشتقاقياً على 2» فلن يكون 0« اشتقاقياً على 7 . 
وعليه» قد يكون الجداء 0« اشتقاقياً عند نقطة دون أن يكون « أو « اشتقاقياً في تلك النقطة. 





00 





[كتال]| نتتامل التابع / المعرف على 1+ | وفق ل ح ()/م. إِنْ / هو جداء ضرب 
التابعين: 2ه ج20 الاشتقاقي على 12 و5/ه ب:8 الاشتقاقي على ]0ه+,0[. إذن / اشتقاقي 


دلدة 1 ا 
1 د ص كانه + بول دا ا. 


تؤكد المبرهنة على وجود ”// على ]مه- ,0[» لكنها لا تنفي قابلية الاشتقاق عند الصفر. لدراسة 
الاشتقاق عند الصفرء نعود إلى تعريف العدد المشتق: فنلاحظ أنّ 


7 د طلحط _ 16 - رم] 
/ 4 


إذن م 1ل لاك ييرز والتابع / اشتقاقي عند الصفر و0 - (00/ . 


هذ تدر 
فيما يأتي ,© هو الخط البياني لتابع / . اكتب معادلة لمماس ,0 في النقطة 4 من م0 التي 
ذاهبكا 1 
1 
0 سر © 5ح (مار 


© ادوول دهم © لمهم 


[ حك رن 
© في الشكل المرافق» ,0 هو الخط البياني لتابع / . تأمّل الشكل 
وأجب عن الأسئلة الآتية : ْ 
© عيّن كلا من (0)/ و7)2/ و1-)/ و(0'/ و(2"/ 
و(1-)/. 
© ما عدد حلول المعادلة 0 - (5)/؟ أعط عددين صحيحين 
متتاليين يحصران كلا من حلول المعادلة 0 ح ()/ . 
© فيما يأتي» احسب التابع المشتق للتابع / مبيّناً المجموعة التي تحسب المشتق عليها. 


























| لاو م1 فو - رمم 2ه احتقطة ‏ مر 3 ولموة - كو د رهام 

4. ه- سك - هار 5 سي - زمار 6 لجة - رم 

7 205 2 ح (2)/ 5ه ك0 9ه داك حت وار 
1 4 205 

10 ل ار الل سار يبلتل ير 











© تطبيقات الاشتقاق 
3. اطراد تابع اشنقّاقي (تذكرة) 


© مبرهنة 2 


ليكن / تابعاً اشتقاقياً على مجالٍ 7» تابعه المشتقّ '/ . 
© إذا كان”/ موجباً تماماً على 7 (باستثناء عدد منته من النقاط التي قد ينعدم عندها) كان / 
© إذا كان”/ سالباً تمامً على 7 (باستثناء عدد منته من النقاط التي قد ينعدم عندها) كان / 
متتاقصا ثماماً على 1 
© إذا كان ”/ معدوماً على 7 كان / ثابتاً على 7 . 
ملاحظة: في حالة تابع م» نصطلح أن نكتبتَ «0 < و على 7» دلالة على أنّ «<0 < (:ه)و يا كانت 


2 من [». 


© إذا كان 0 < ”// على 7» ولا ينعدم على أي مجال جزئي من 7» كان / متزايداً تمامآً على 7 . 
© إذا كان 0 > ”/ على 7» ولا ينعدم على أي مجال جزئي من 7» كان / متناقصاً تمامآً على 7. 


3 القيم الحدية 00 


7 تعريوم 3 
ليكن / تابعاً معرّفاً على مجالٍ 7 ولتكن © نقطة من 7. نقول إنّ القيمة (0)/ - 14 قيمة 
كبرى محليّا للتابع / يبلغها عند النقطة ء إذا وُحِدَ مجالٌ مفتوحٌ 7. يضم النقطة + ويحقق الشرط 
)1 > () ,51ل ع جلا 
ونعرّف بأسلوب ممائل» القيمة الصغرى محلياً لتابع /» إذ نقول إِنّ القيمة (0)/ - :7 قيمة 
صغرى محلياً للتابع / يبلغها عند النقطة 4 من ة 7 يضم النقطة 0 
ويحقق الشرط 
 7)0( > /)‏ ,1م لع بر 





ل قول إن القيمة (-)/ قيمةٌ حدية محل للتابع , إذا كانت قيمة كبرى محليً أو صغرى محليً. 





© 





نى الشكل المجاورء / تابع اشتقاقي على المجال 


[6,ه] - 7». وى و8 نقطتان من المجال 7. 

القيمتان ()/ و (8)/ قيمتان صغريان محلياً. والقيمتان 
(7)0 و (0)/ قيمتان كبريان محلياً. 

لاحظ كيف أنّ ((0)/ - (0)/ - 4 هي في آن معا 
قيمة كبرى محلياً يبلغها التابع عند 0» وقيمة صغرى 
محلياً يبلغها التابع عند ». 


© مبرهنة 3 


ليكن / تابعاً اشتقاقياً على مجالٍ مفتوح 7» ولتكن ٠‏ نقطة من 7 . 
© إذا كانت (0)/ قيمة كبرى (أو صغرى) محلياء كان 0 - )"7 . 
© إذا انعدمَ ”/ عند © وغيّر إشارته عندهاء كانت ()/ قيمة حدية (كبرى أو صغرى) محليا 
2 
1-1 إذن في شروط المبرهنة» إذا كانت (6)/ قيمة حدية (كبرى أو صغرى).» كان المماس للخط 
البياني للتابع / في النقطة ((0)/,) أفقيا. 





3. حل المعادلات 


82 مبرقة 4 
ليكن / تابعاً اشتقاقيَاً على مجال [4,5] - 7. لنفترض أنّ 0 < ”ر على 7» ولا ينعدم على أي مجال 
جزئي من 7» عندتئذ أي كان # من المجال [(0(,/)5)/]» كان للمعادلة # - (:ه)/ حل وحيد في 
المجال [0,9]. 


استناداً إلى فرضيات المبرهنة يكون / مستمراً ومتزايداً تماماً على 7 » وهذه نتيجة من دراستنا في الوحدة 
السابقة. 

22. 

١-1‏ لاحظ بالمثل أنّه إذا كان 0 > ”/ على 7» ولا ينعدم على أي مجال جزئي من 1 » عندئذ أي 
كان / من المجال [(0(,/)0)/]» كان للمعادلة # - ()/ حل وحيد في المجال [4,5]. وكذلك يمكن 


أن نكتفي بافتراض / مستمراً على المجال المغلق [/,4] واشتقاقياً على ]0,5[» ومشتقه لا يغير إشارته 
على هذا المجال. 


060 





0 لماذا كان الشرط « 7 مجال » ضرورياً في المبرهنة 2؟ 


8 “على سميل. المذال: التابع 1 المعرف وفق 1- -ح (بد)ر عندما 0 > + 
و1-(2)/ عندما 0 <2ء اشتقاقي على*28 و 0 - (5)/ أيا 
كانت من *12. ومع ذلك فإِنّ / ليس ثابتاً. 


0-0 لماذا لا يكون الشرط « 0 ع (©)// » شرطاً كافياً في المبرهنة 8؟ 


لا انف على سبيل المثال» التابع 01 المعرف وفق 7ك زواع يحقق 
0 - (0)”ر. ومع ذلك فإنّ (0)/ ليست قيمة كبرى محلياً (ولا قيمة 
صغرى محليا) للتابع. « لأنّ ”/ لا يغير إشارته عند الصفر». 





0-0 كيش نحدد مواقع حلول معادلة 0 ع (26)/ ؟ 


* لإثبات أنّ المعادلة 0 - ()/ تقبل حلاً وحيداً ه في مجالٍ 7 (محدود أو غير محدودء مغلق أو 
مفتوح) » يكفي إثبات أنَّ « م مطرد تماماً ويوجد عددان م وم في 7 يجعلان (7/)0 و(6)/ من 
إشارتين مختلفتين» أي «0 > (5)/ » (2)0/ ». 
في الحقيقة» عندما يكون 0 > (0)/ * (0)/» يكون الصفر محصوراً تماماً بين (0)/ و (0)/» عندها 
وحسب المبرهنة 4» يوجد ه محصوراً تماماً بين © و ( ومحققاً 0 - 0)/ . وهذا إثبات لوجود حل 


© للمعادلة 0 - (5)/ . أما وحدانية الحل فهي بسبب الاطراد التام للتابع. 


شل دراسة التابع 2 مهنا ج 2 : /ر 


م إن لفو ايعك غس 51127 1 . 1 0 
" مجموعه التعريف: تذكر ان - 2 1811 ٠‏ إذن :2 552 غير معرف عندما 0 ع © ومع» أى قَئ 
١ 605 27‏ 7 





حالة 8 + 2 - * حيث 2 © . إذن 
([2 > 6 :جم +8112 - ,2 


" مجموعة الدراسة: أياً كانت :ه من ,2» كان - من ,2 وكان 





()7- ح بنوورة- - اسه ح (محامةة - رتوار 


(:#ح)وم» 


فالتابع م فردي» فخطه البياني ,© في معلم متجانس متناظر بالنسبة إلى المبدأ 0. 


00 








ومن جهة أخرىء أياً كانت من ,1» كان 8-7 من ,2 و 


56 - 0112 8 السك 1 5 7 - 
1 - مهما - لبيك - + ماهم - ( + مال 


فالتابع م دوريء والعدد + دور له. تكفي إذن دراسته على مجالٍ طوله +» كالمجال |2,2-|» ثم 
ننتقل إلى المجال التالي بالانسحاب الذي شعاعه 77 وإلى المجال السابق بالانسحاب الذي شعاعه 
#-. ولأنَ م فرديء نكتفي بدراسته على المجال |0,2] ونستكمل دراسته بالاستفادة من خواص 
التناظر المركزي والانسحاب. 

" عند أطراف مجال الدراسة» التابع /, مستمر عند 0 و0 - (0)/» وعندما تقترب ‏ من 2 بقيم 


أصغر من 2 يسعى 05 إلى الصفر بقيم موجبة. وعليه 





ميك تت نا -ح 522+ زا[ 
لكك دمن كبو دون كبو 
2752 7ن 


فالمستقيم الذي معادلته د مستقيم مقارب شاقولي للخط البياني للتابع / على |0,2|. 


الاطراد: م/ اشتقاقي على ,2 ولدينا 
1 


7ن 1[ جه 5 نا 
2 0587© 


إذن 0 < ”/ على كل مجال من ,2» وعلى الخصوص التابع / متزايدٌ تمام على |2,2-| . 
" للتابع على مجال الدراسة 0,2 جدول التغيرات البسيط الآتي: 











© ليكن © الخط البياني للتابع '/ المعرف على [2,4-] 


حك 0117 5 م 9 
حر كال عين 0 و86 علما بأن المستقيم 4 المرسوم في 5 












/ 


واشتقاقي على 0-111 . 
أي الخطوط البيانية المرميومة في الأشكال الآتية يمكن أن يمئل الخط " ١‏ ' 


المياتئ للتابع المشتق 5 د 


لان لكف 
ا 


اك كاك 
ا اك كاك 





© ليكن / التابع المعرف على 12 وفق م + #4 - 25 ع (2)م. عين العدد الحقيقي © ليكون 
للتابع / قيمة حدية محلياً عند 1-1 
© ليكن / التابع المعتف على 2041 وفق 1+ 18# 7» 
حقيقيّان. نهدف إلى البحث عن قيم 0 و5 بحيث يتحقق الشرطان الآتيان: 
© (1-)/ قيمة حديّة محلياً للتابع. 
© هذه القيمة الحدية محلياً معدومة. 
© لماذا 0 - (1-”/ و0 - (1-)ر؟ 
© عيّن ٠»‏ و 5» ثمَّ تحقق أنّ التابع الذي حصلت عليه موافق لشروط المسألة. 
© ليكن / التابع المعرف على 18 وفق 5 + هة - 5ه ع (نه)/. 
© ادرس تغيرات / ونظُمْ جدولاً بها. 
© تحقق أنَّ للمعادلة 0 - ()/ جذراً وحيداً يقع بين 3- و 2-. احصر هذا الجذر في مجال 
لا يزيد طوله على +-10. 


- (#)رء حيث 0 و6 عددان 





6 





1 تقاق تابع مركب 


تسمحٌ المبرهنةٌ الآثية بحساب مشتق تابع ((2):)و جه انطلاقاً من معرفة مشتق كلّ من 0 


و لا ٠‏ 
لك 0 نايع الا ل مدان 207 ينيداني عن ميان 217 شرن لان 


كان ه من 7ء انتمى (2)5 إلى 7.. عندئذ يكون التابع '/ المعرف وفق ((ته)ن)و ع (نه)/ 
اشتقاقيّاً على 7 وأياً كان ه من 7» كان: 


/ 
بانع رهاس وك ره رعدرها ريدمو 
9 لأنّ هذه الخاصة موضعية فهي تبقى صحيحة حتى لو كان 7 أو 7. اجتماع مجالات. 
الإخباءته تك تراءةانية) 


كن ب لين 1 نر ات إن لح ١‏ امور عر ل وان لكالاقلة - رمم 17 


تساوي العدد (4)' << ((9')0)0. لنضع (0) - 5» ولنلاحظ أنه بسبب كون ؛« اشتقاقياً عند © وكون 
و اشتقاقياً عند 5 استنتجنا استمرار التابعين المعرّفين كما يأتي: 


52 (0) ح (جد)نا 
8م ع (نابه ,8 ج [ : به 
0 2ت :1 1/0 
ّْ 0- جر ح (ه)6 ,18 جح ل : 86 
0 ح بره )90 


وهنا نلاحظ أنه في حالة > من 7 و » عد 4 لدينا 
)1 ح زتها _ ((عانو - ((عاس)و 


لا 1 الشلقك - زمه ررم)ر)م 
لمَا كان (0)" > ()ه تسنا و ١‏ > (2)نا نسنا و (60)"و > (:ه)8 حسنا استنتجنا أن 
مسا| 


0 2- رل 0 جزل 


وهي النتيجة المطلوبة. 
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" إذا كان (0 + ندم)و ع (تم)رء كان (] + ندم)'وه ع (نه)"/ . هنا 6 + نمه ح (نه)ن . 
"" لحساب مشتق 4( - *نهة) ح (م)/ر نضع نه- 385 ع (نم)ه و4 ع (نه)و فيكون »اه و -/ 
ومن نُم: 
”روح كووة ارا حووة )4ك د زاح نون ) بد *زرو بس “ريق لك 2ت زرو "ل 
حساب مشتقات توابع مركبة 
احسب التابع المشتق لكل من التوابع /ر و / و 5 الاتية: 


0 3 ا دم اناما © م ك إرشسارر © (ت6تاومه ح (جتارر 


40 





التوابع , و / و ©/ هي توابع مركبة « 0 0. يتعلق الأمر في كل حالة بمعرفة التابعين 9 و/ا. 
© 2ومك ع (2) ,و و 2 + :2 - (ه).ه. كل من هذين التابعين اشتقاقي على *1» فحسب المبرهنة 5 
اشتقاقي على 1 ولمًا كان * منه- - (2)/و و2 - (2)'رهء استنتجنا: 


5 مه سف - 2ع |2 + مه |حف- - (ماته »«((م)ن)زو - (مار. 





© مزه ع (2)وو 0 - (0)2». وو اشتقاقي على 1 وه اشتقاقي على *12. إذن / اشتقاقي 
على *8. وأياً يكن - من *2: :تومه - (0)/رو و ل - - (ه)'يء إذن أياً يكن :ه من *2 : 
77 
١, 6‏ 
< ]همه ج - - ()ازر . 
© نجد بطريقة مماثلة لما سبق أنّ 5/ اشتقاقي على 12 وأنّ (2-)صنهه2- - (نه) ,/. 


إذا كان « تابعاً موجباً تماماً واشتقاقياً على مجالٍ 7» كان التابع / المعرف على 7 بالصيغة 


2 م / 
(). - ()/ اشتقاقياً على 1» وأياً كان :ه من 7ء كان لت - (-11. 
ل الا 


نلاحظ أنّ (()9)0 - (5)/ حيث اه - (5)و. التابع و اشتقاقي على ]0ه+,10[» إذن / اشتقاقي 
على 7 لأنّ » موجب تماماً واشتقاقي على 7. وعليه أيآً كان ته من ]هه +,0[» كان 


()"» » (()س)”و - (ه)”/ حيث ل - (ه)'وء ومنه النتيجة المطلوبة. 
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97 نتيية 7 
ليكن « عدداً صحيحاً لا يساوي الصفرء و ليكن ‏ تابعاً اشتقاقيًّ على مجال 7» ولا ينعدم على 
1 في حالة 0 > 7. عندئذ يكون التابع / المعرف وفق '(()») - (0)/ اشتقاقيًّ على 1 وأيا 
كان من [» كان 

(:2) "نه » ")م كد "رز 

الإثبات متروك تمريناً للقارئ» ولكن نلاحظ أنّ صيغة المشتق هي ذاتها في حالتي 0 < / و 0 > ,2 


غير أنَّهِ في حالة 0 > «ءعلينا اشتراط أنّ 0 عد (:11)32 أي يكن عن ره 


تطبيق النتيجتين 6 و7 


احسب التابع المشتق للتابع / فيما يأتي: 
© 15ج مقع ته د مر © وسوو لدوم هوه سشدتد_ مم 
رحد يوك نا 


الحل 
© يمكن أن نكتب 5(()) - (5)م/ حيث 1 + 3# + 2ه - (ه)ه. التابع » معرف واشتقاقي على 
8» إذن / معرف واشتقاقي على 1 ويعطى تابعه المشتق بالعلاقة 

(3 + 2) »ا 1(2 + بوق + تبم)3 ح (م)'به »ا “((نم)س )3 ح (ه)"] . 





© يمكن أن نكتب (#)«ل. - ()/ حيث 3 +2 + 2 - ():. التابع / معرّفٌ عندما يكون 
0 < ()ءه واشتقاقي عندما يكون 0 < (5):. واذا درسنا إشارة ثلاثي الحدود 3 + 2# + 55 الذي 
مميزه (0 > 8- - 25 ) وجدناه موجباً تماماً على ١12‏ إذن / معرف واشتقاقي على 18 ويعطى 


تابعه المشتق على 12 بالعلاقة: 
1 ل بن 2 + :20 إلا "١‏ 


22+83 ل ول 3 س2 ل 2/2 (تتانال.2 


© يمكن أن نكتب " ((م)س) - زمار حيث 1 + ٠:‏ + 2ن ح (نه)ن. ولآن ثلاثي الحدود 1 + 7 + 2 
موجبٌ تماماً على 1 واشتقاقي عليهاء استنتجنا أنّ / اشتقاقي على 1 ويعطى تابعه المشتق على 





© بالعلاقة 
ا - (1 + :2) » 


“تحدووت دنا 1 ل نو ب ته - 








7 ليكن / التابع المعرّف على المجال ]00+ ,0] وفق :ادوم - (©)/ . بوضع :دومه ع (:9)3 
وله - (#)ه» نرى أنّ «ه و - ثم . التابع م معرف واشتقاقي على +1 والتابع » معرف على 
| مه+ ,0] واشتقاقي على ] 0ه + ,0[. 
إذن» استناداً إلى المبرهنة 5» يكون / اشتقاقياً على ] 0ه ,10[» وعلى هذا المجال يكون: 
2 له ذه 
وأو - 


ولكنّ التابع / معرّف عند 0 و1 - (00/ أيكون هذا التابع اشتقاقياً عند الصفر؟ لا تفيد المبرهنة 
5 في الإجابة عن هذا السؤال. لذلك علينا العودة إلى تعريف العدد المشتق. فنبحث عن نهاية 


التابع + المعرف على ]مم +,0[ وفق 2410ل - (م): عندما تسعى 8 إلى الصفر. 


3 و لم »ا 4 ذه - ح /نن »م “(له وم ) 5-6 ار 








0 -م 
لدينا 
2 
(2/المصة |1 _ (2/رملمتصود _ 1- (لدومى )0 

009 (2 4 1 
ولآن 

سين و كد 1100| 

2 0جم ار 0جكر 


استنتجنا أنْ 1- > (0) سنا . فالتابع اشتقاقي أيضا عند الصفرء و14- ح (0)'/ . 


#رضك أيمكن للتابع ثم المعرف وفق (:)ره/. - (:)ثر, أن يقبل الاشتقاق عند ينه تحقق 0 ح (,ه)/؟ 








9 نعم» لأنّ النتيجة 6 لا تنص على أن «0 -(0ه):ه» يقتضي «/ غير اشتقاقي عند :2د». فهذه 
النتيجة لا تجيب عن السؤال المطروح. 
وعليه» لمعرفة ما إذا كان ثر اشتقاقياً في م2» علينا أن نعود إلى تعريف العدد المشتق في 2:0 . 
الى عن ل در تاي ديم لفاك لكا ب م : ؛ عند النقطة 0 
]ا ين 1- له ح (ه)مر في حالة من ]00+ ,1] وهنا 1 - :د ع (2)/ه و 0 - (1/)1 وفي 
حالة 1 < م لدينا 
1 - تحقلا د وين 
دود [حدس 
إذن 606ل - ” فالتابع / غير اشتقاقي عند 1. 
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لتلا ين تدم “1 - نل - (ت)مء أياً يكن :د من 12. هنا “(1 - 2م) - (2د)نه و 0 - (1:)1» وأياً 
يكن « من 1ء فلدينا 1(2- ) - (0)م .إذن م اشتقاقي على 18 فهو اشتقاقي عند 1. 
هذ تدر 








3 
هو 7ن ثمم ممم دم 1 ٍ 0 - مر لاع دام 
2 ل 2 
6 2 56 كا روار ح رز © 1ل جاح ع (جهال 1 2ك زر 
نه طلطلة ب جه -م]| © ئشل 210-19 دار 
8 ممم/ء- هم/ 21م -دم| ه تشة دمر (218م-م 
8 م 3وم 2 
0 © (دق)همة - (مار ,]0,2 - ص | © سنصمة - (م)م ]0,2] - 2 


© في معلم متجانس [0:7,7)» 1 - 2ن + 2 هي معادلة للدائرة 0 
التي مركزها 0 ونصف قطرها 1. وعليه فإِنْ ربع الدائرة 0 
المرسوم في الشكل المرافق» هو الخط البياني للتابع / المعرف على 
المجال [0,1] وفق “نه -1/. ح (:4)/ . 
© احسب ()/ على المجال ]0,1]. 
© استنتج معادلة للمماس ”7 للدائرة © في النقطة 4 التي تساوي فاصلتها +. 


© تحقّق أنَّ المستقيم (/0) والمماس 7 متعامدان. 





























7 
© في الشكل المرافق نجد الخط البياني © للتابع '/ المعرف على 7 
18 وفق 1+ تنول. ح (م)م . 

© تحقق أنَّ / تابع زوجي. 

© احسب نهاية / عند 00+ وعند 00-. 0 . 


© علّل كون المستقيم الذي معادلته :ه - ,7 مقارباً مائلاً للخط البياني © في جوار مه+؟ 
© ادرس تغيرات / . هل من توافق بين نتائج الدراسة والنتائج التي تستخلصها من الخط البياني؟ 
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4 ذعريهم 4 

ليكن / تابعاً اشتقاقيّآً على مجال 7. نسمي تابعه المشتق “/ التابع المشتق الأول (أو المشتق 
من المرتبة الأولى) للتابع / ونرمز إليه أحياناً بالرمز 207/. وعندما يكون ”/ اشتقاقياً على 21 
يُرمز إلى تابعه المشتق بالرمز ”7 أو بالرمز 227/. يسمى ”/ المشتق الثاني (أو المشتق من 
المرتبة الثانية) للتابع /. وهكذاء أيآً يكن العدد الطبيعي 2 < «» نعرّف التابع المشتق من 


المرتبة 7 بصفته التابع المشتق للتابع (7-1م. أي '((5-1ام) - (10م . 





1 2 


١ 
.: من المرتبة 7 بالصيغة ل - (ن) 7" في حالة 1 عد‎ 


. و _- 1( 


الحل 
سنعتمد أسلوب الإثبات بالتدريج» لتكن (7)0 الخاصة الآتية: 











2 1 
”أيا كان :ه من (2011 كان تكد ح (نم) اتام“ 
إن ررب 1 ١‏ 
*" الخاصة (7)1 صحيحة لأنْ 
١ /‏ 
1__(ه-)»*1-(ه-0»)1 | 1 | - 70 
-1) "نه - 1 لبا 
1 
ح (جو) للكمر 
كا / ( 
اع 2 
" لنفترض إذن صحّة الخاصة (57)0 أي أنّ 0-6 ()0/ أياً كانت 1 عد :ه. عندها 
1 كال[ 
/ 
"زه )عله "0ه 0ه _ ظ 3 1 جه لهام 
ّ جم 0 1)) بن ]1) 
النجم _ 0-0( معام دم _ 
0 -1) 00 _- 1( 





© 








(6/ هو ميل المماس للخط البياني ,0 في النقطة ((4)0,/)0 . 

8 يمكن أن يكون للخط البياني ,© مماسٌ في النقطة (4)0,/6)00 حتَّى لو لم يكن / اشتقاقياً في م2 
علي أن يكين ودب تاكاه يي أ بيب ب الاك يي يضذة يقون لبمار 
شاقولياً. 

قد لا يكون تابعٌ / اشتقاقياً على كامل مجموعة تعريفه. 

ا + نه معرفٌ على ]00+ ,0]» لكنّه غير اشتقاقي عند الصفر. 
« صيغة أساسية: عندما ((د)س)و ع ()] » يكون (8)":ه << ((8)س)'و - ()”/ . وبوجه خاص 


/ , / 
5 14 | لشككاسا 
1 1 د ٍ أ 
© يمكن أن يكون التابع ((:0)0)2 جم به اشتقاقياً في نقطة ذونت: أت يستوفي شروط المبرهنة 5 أو 
النتيجة 6. 


# 


© إِنْ تجد 0 - (0//» فكّز عندئذ بالمماس الأفقي. وبالعكسء إذا كان المماس في ((1)0,/)0/, أفقياً 
كان 0 ع (4)/. 

# عند البحث عن قيم كبرى أو صغرى لتابع» فكّز بتنظيم جدولٍ بتغيراته. 

لإثبات أنّ للمعادلة 0 - (5)/ حلا وحيداً في المجال [14,5» فكّز بطريقة تقوم على إثبات أن / 
مستمرٌ ومطردٌ تماماً على [0,5] وأنَّ (0)/ و (0)/ من إشارتين مختلفتين. 

عندما تصعبُ دراسة إشارة (2”/ء فكَّر في دراسة تغيرات تابع 0 تكون إشارة (0)2 ممائلة لإشارة 
ا 


إذا كان #لد» (1 + 2م - 5م) - (م)ثر» ادرسل تغيرات 1 + 2م أن باجم : و. 


إذا أردت البحث عن إشارة ()”/ في حالة (5)سل/. - (2)/ء تذكز أنه يكفي البحث عن إشارة 





أ 4 (:ه) لا 0 قزر 
ال لأن جاتير - م" . 


إذا كان 1 س4 تشنرلء كك رن | له كانت إشارة 1 100 لإشارة 4 - 21 . 
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لمقارنة قيم / وو على مجالٍ 7» يمكن أن نرس إشارة التابع 6 -/ - # ولتحقيق ذلك» قد نحتاج 
اد ف جره د ردان رضي روس لحي بنش امون ب ررة. 
وبوجه خاصء نفيد معرفة إشارة [(0)/ + (0(/)0 - )) - ()/ بتحديد الوضع النسبي الخط 
البياني ,© ومماسه في النقطة ((م)/ ,)4 . 


ا لمعرفة قابلية الاشتقاق في » لتابع / مستمرٍ في مء فهّز في دراسة (14/-121 يررنز . 


0 جح يرل 


.2 هي0هم 


#ا إِنْ مشتق التابع (6 + :دم)/ ج + هو (( + :دم)'/ره جب : فلا تنسّ المقدار <0» . 

إذا كان ()/(0)و - ()طء أعطي مشتق 2 بالعلاقة ()/(0)و - ('5 وليس بالعلاقة 
()/ (0"و + ()"/ (0)و - (:م)"م. لأنّ (0)و عددٌّء وليس تابعاً للمتحوّل :. 

#ا في صيغة مشتق [():)و جا ء لا تند الحد (:)/::. 

#ا القضية «إذا كان 6 -/ء كان /مو-“//» صحيحة:ء لكنّ القضية «إذا كان و </ء كان 
“و < // » خطأ في الحالة العامة. 
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5 1 دراسة تابع, التوابع المُساعدة 
في الحالة العامة» المقصود بدراسة تابع / هو تعيين مجموعة تعريفه ,7 » وحساب نهاياته عند أطراف 
المجالات المكوّنة لمجموعة تعريفه والبحث عن مقاربات خطه البياني ,0» ودراسة تغيراته» وأخيراً رسم 
تقتصر على مجموعة جزئية من +7 ثُمّ تُمدّد الدراسة» إلى كامل ,72 مستفيدين من طبيعة الخاصة التي 
لنتأمّل التابع الكسري / المعرف على ]0ه+,1-[ وفق الصيغة 


1 5 . 5 . 5 ' 
: 9 _ 1 لقد رسمنا ياستعمال برنامج متخصص الخط 


البياني © للتابع “/ في معلم متجانس (0,7,7). 

ستسمح الدراسة الاتية بتعتف صفات / ومن ثمَّ توضيح كيفية 
الوصول إلى رسم خطه البياني © دون استعمال أي برنامج 
وخصوصاً سير الخط البياني على المجال [0,1]. في الحقيقة» لا 
يعطي الخط المرسوم باستعمال الحاسوب دائماء جميع المعلومات 
المتعلقة بالتابع» لكنّه يزودنا بتصور مفيد جداً عن تلك 
المعلومات. 


(0 احسب (// على المجال ] 0+ ,1-[ وتحقق أنَّ إشارة ()// تمائل إشارة 1 - ”.وق 23 . 








1 في حالة تعذر تعيين إشارة ()”/ جبرياء ندرس تغيرات تابع مساعدٍ و نستنتج منه الإشارة 
المطلوبة. 
2 نرمز بالرمز 0 إلى التابع المعرف على ]00+ ,1-[ وفق 1- 32 - 23 ح (تم)و. 
0. ادرس تغيرات 9. 
. أثبت أنَّ المعادلة 0 - ()0 تقبل حلاً وحيداً .ه على ]0ه+,1-[» وأنّ ٠.‏ ينتمي إلى 
المجال [1.6,1.7]. 


2" استنتج إشارة انل 
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© بالاستفادة من النتائج السابقة» نظّمْ جدولاً بتغيرات / . 

© اكتب معادلة للمماس 58 للخط البياني © في النقطة 4 منه التي تساوي فاصلتها 0. وادرس 
الوضع النسبي للخط 0 ومماسه 8 على المجال [1,1-[. 

© أثبت أنّ الخط 0 يقع فوق المستقيم 4 مماسه في النقطة التي تساوي فاصلثها 1. 

© ارسم كك و 0 ثمَّ ارسم 0). 


نشاط 2 مماس شاقولي 


© الحالة العامة 


لنتأمّل تابعاً / مستمراً عند نقطة © تنتمي إلى أحد مجالات ,2 . إذا كان 
(1)6 - 11 (1)0 - ()/ 


1110 أو مه- ح مخحخت بدت رن[ 
0 - ول 0 ج 2 0 ج بد 3-0 


قَبِلَ الخط البياني م0 للتابع /» في معلم متجانس مماساً شاقولياً في النقطة ((4)0,/)0 . هندسياء يفسّز 


مل ح 


اشن ور مسر ا اوور تت ري رن مون انط الت بع فى اند 

م 0ن 0 
((4)0,7)0 يسعى إلى مه + (أو 0ه-).» أي إِنَّ القاطع يسعى إلى المستقيم الذي معادلته © ح :ه. 
تعلم أنّ م مستمرٌ عند الصفرء لكنه غير اشتقاقي عند الصفر. أثبت أن 
محور التراتيب مماس لخطه البياني في مبداً المعلم. 


© دراسة التابع (:2 - 2:)2 ل ج20 : ل 


..٠ 0‏ تحقق أنّ م# معرف على المجال [0,2]. 

. أثبت أنَّ / اشتقاقي على ]10,2 واحسب (// على هذا المجال. 
© ما نهاية 415 عندما تسعى لحر سس 0 الشف عند لعدرء 
© ما نهاية [4121-112 عندما تسعى إلى 2؟ هل م اشتقاقي عند 2 - ؟ 
ال اانا 

0. ادرس تغيرات / ونظّمْ جدولاً بها. 

ل عن عابني "00 فى اللتطنين 0 رن ليو ١‏ لار تل 


©. ارسم مماسي © في 4 و 8 ثم ارسم 5 
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نشاط 3 دراسة تابع مثلثاتي 
ل[ كيف ندرس تابعاً مثلثاتيّاً ؟ 
© التابعان <زه و 05© دوريان ويساوي الدورُ الأصغر لكل منهما 2. لأنَّ: 
:2 مله ع (ع+2 + )ملو و 2دومه ع (ع2 ل بو)ومه 
© التابع 62 دوري ويساوي دوره الأصغر . لأنَّ: 
:كل ع (7 + نتاطةة حيث 17 + 2 عد نه و رك © :] 


© التابعان (8 + :2)02ذه جات و (8- #م)ومه ج١‏ :# والدوز الأصغر لكل منهما هو 0 


غالباً» ما تفيد الصفات الخاصة بالتوابع المثلثاتيّة في استنتاج مجال دراسة تابع / معرّف على ,7 : 
" إذا كان 7 دوراً للتابع /رء كان 7 موجباً تمامآء وأياً كان العدد ل 5 
إذا كان ,2 » * كان ,2 © 7 + 2 و ()/ - (7 ل )مر 
في هذه الحالة يمكن أن ندرس التابع على مجالٍ طوله '7. 
" إذا كان / زوجياً أو فردياء يكفي أن ندرسه على ,10,2|012» ثَمَ: 
ص إذا كان / زوجيآاء أعطى التناظر المحوري بالنسبة إلى محور التراتيب الخط البياني على 
,1-2000 
ه وإذا كان / فردياًء أعطى التناظر بالنسبة إلى المبدأ 0 الخط البياني على ,42,0072 |. 
" بعدئذء يسمح الانسحابان اللذان شعاعاهما 77 و 77 بالحصول على الخط البياني على 
مجالات أخرى. 
وخلاف ذلكء تجري دراسة التوابع المثلثاتيّة بمثل دراسة التوابع الأخرى. 
© دراسة التابع :22 زم + :2 جز 2 جم بم 
لنتأمّل التابع م المعّف على 1 وفق 25 صنه + # صذه 2 ح ()/ . 
0 تحقق أنّ م دوريٌ وأنّ +2 دورٌ له. ادرس الصفة الزوجية أو الفردية للتابع / . استنتج إمكانية 
دراسة / على المجال [0,7]. 
© أثبت أنه في حالة عدد حقيقي 2 لدينا (1- 2ومء)(1 -< وم 22 ع (2ه) /. 
( ادرس تغيرات م على المجال [0,7]. 


1 مساعدة: ستحتاج إلى حل المتراجحة 1 < :وه». لهذاء يمكن استعمال الدائرة المثلثاتيّة» أو 
الخط البياني للتابع #وم» + على المجال [0,2]. وكذا الأمر عند دراسة إشارة 1 + :5م . 
© ارسم الخط البياني للتابع م/ على المجال [+,10» ثمَّ على المجال [27,27-]. 
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نشاط 4 نهايات ومشتقات 


© المبداً 


ليكن 0 تابعاً ماء وليكن / تابعاً يحقق عند كل من مجال مفتوح يحوي 4 و » عد ه العلاقة 
الك يب ربياه 


) - بل 
تْمّ لنفترض إضافة إلى ذلك أنّ التابع 9 اشتقاقي عند 0» عندئذ يقبل / نهاية عند © ويكون 
(0)'و ع (ندار سنا . 
إكه لإزالة حالة خدم التعيين من. الضيفة « َ » لتابع / عند نقطةٍ مء يمكن أن نحاول كتابة / 


بالشكل (221-914 - (م)ثر حيث و اشتقاقي عند ». عندئذ يكون (9')64 > (:2)// دنا . 


0ح نر ١‏ 2-0 


© تطبيقات 


0# كين عرد بو 7لا ب ىر ول الكت ل نياية ( عن لصب 


نم احسب ا 


5 5 7 005 
لبر حت 11 
2 


*. تحقق أنَّ الحساب المباشر يقود إلى صيغة عدم تعيين 
٠.‏ 2 7 هجوي حي 21 95 0 5 7 4.0 .2 حيهم 0 
7 لاحظ أنْ 0 - اه واستنتج ان نهاية '/ عند 7 تساوي العدد المشتق للتابع 27 0858© جرم بر 
عند 6 ماذا تساوي هذه النهاية؟ 


© ادرسء في كل من الحالتين الآتيتين» نهاية التابع / في النقطة التي يشار إليها. 


- مر عند 2 -2. 
0 1-93+ تمل 2 هلد )] كت 


2 1 











نشاط 5 الاشتقاق من اليمين ومن اليسار 


كل حالة عامة: تعربيف نصف المماس 


عندما يكون التابع / مستمراً على مجالٍ يحوي مء ويقبلٌ التابع [4121-414 با: نهاية / من 
اليمين عند 4» نقول عندئذ إِنّ التابع / اشتقاقئ من اليمين عند 4» ونسمي / العدد المشتق من 
اليمين للتابع /, في 4» ونرمز إليه بالرمز (+7)0 . نعرّف بأسلوب ممائل الاشتقاق من اليسار عند » 


ونرمز إلى العدد المشتق من اليسار بالرمز (07”/ في حال وجوده. 


في حال وجود (05/ و(00)/ نقول إن الخط البياني ,0 
للتابع / يقبل في النقطة ((4)0,/7)0 نصف مماس من اليمين 
ونصف مماس من اليسار. ويكون (05”/ ميل نصف المماس 
من اليمين» و(07”/ ميل نصف المماس من اليسار. 





: 5 0ه 
ليكن / التابع المعّف على 12 وفق كارا 
0 ادرس قابلية اشتقاق / عند الصفر من اليمين» ثمَّ اكتب معادلة لنصف المماس من اليمين لخطه 


البيانئي ,0 في النقطة (4)0,2/. 





© ادرس قابلية اشتقاق / عند الصفر من اليسارء ثمَّ اكتب معادلة لنصف المماس من اليسار لخطه 
البياني في النقطة (4)0,2/. 


© ارسم نصفي المماسين السابقين وارسم ,© على المجال [2,2-]. 


(لاصط 6 تاطير «حصر) توابع مثلثاتية 

0 تمهيد 

لنتأمّل تابعين /, و 0 معرفين واشتقاقيين على المجال ] 00+ ,0] - 17 . ولنفترض أنّ 
(:9")2 > ()"/ أيأ يكن :ه من (1. 


بدراسة التابع :7 المعرف على 7 وفق (0)و + (), - (00)/ - (0)/, - () أثبت أنّ: 
(0و- هه > 70 - مر م 
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© حصر :5122 29 605 . 


0 0 أفيت أن > د صنىء أياً يكن 0 وم 


9 0 
باختيار 2ه - - (هار» وح - (ه)و برهن مسنفيدا من التمهيد أنه في حالة +1 © + 


2 
الام كم (ى) 


3 
1 عدي 5 17 ع 
2 ». أثبت أن > ند عله > > - هء أيا يكن 0 تو 


5 5 ل 
. وان ل كا ب يدن 18 > 2. 


أخيراً بين أت 2 ر أله - و أياً يكن 
. وأخيرا بين ان - ل تن > زه >> - 2ه أيا يكن 0 ح< 2. 
ل 0 6 


© تطبيقات 
2 4 
0 40 4 مس بي 0-6 7 ٠‏ 19 0 
0 ا ستنتج مما سبق أن العدد 1 تقريب للعدد 5و0 بخطأ لا يتجاوز سد ...ها الخطا الذي 
نرتكبه عندما نكتب 0.995 ع (205)0.1 ؟ 


© احسب نهاية 7*5 عندما يسعى المتحول اس لحار 
46 








تقييه غريدات ومسائل 


و اكتب معادلة للمماس للخط البياني للتابع المعطى / في النقطة التي فاصلتها 6. 


0 انبتك بن ,نوقاب فوح روات رو © 1 دن بلح ح زمار 





© 0 ح بن لمكت راز © 0-م ‏ ” 7 
01 1[ حبر 
0 عن :ووه 2 زروار © 2 عه بنهدومه ه ع (2)[ 


ْ اله , اه 
© يكن © الخط البياني للتابع م/ المعرف على 18١4-1(‏ وفق تتكلت - رار 
© اكتب معادلة لمماس © في النقطة التي تساوي فاصلتها 1. 
© هل يقبل © مماساً موازياً للمستقيم الذي معادلته :م4 ح ن؟ 


© هل يقبل © مماساً موازياً للمستقيم الذي معادلته 0 - و2 - :3؟ 








((© يكن 6 الخط البياني للتابع '/ المعرف على 12 وفق بكي - ()/ . 
© أعط معادلة لمماس © في النقطة التي تساوي فاصلثها 1. 
© هل يقبل © مماساً موازياً للمستقيم الذي معادلته م 5- - بن؟ 


© هل يقبل © مماساً موازياً للمستقيم الذي معادلته 0 ح ن - :4؟ 


© يكن 7 التابع المعرف على ا وفق 1ج ووب تن د رن ار 
© ادرس تغيرات / ونظمْ جدولاً بها. 
© تحقّق أنّ للمعادلة 0 - (5)/ ثلاثة جذور. واحصر كلآً منها في مجال لا يزيد طوله على 


.10 1 


١‏ هذا تحد .رمز .حديدا : يعني هذا الرمز أنّ استعمال الآلة الحاسبة أو الحاسوب مسموح., 
ولكن ليس ضرورياً. 
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© يكن [ هو التابع المعرف على 1 وفق 2 + م - ثم- ثم - (م). 


© ادرس تغيرات / ونظمْ جدولاً بها. 
© ما عدد حلول المعادلة 0 ع (2)/؟ 


© احصر كلا منها في مجال لا يزيد طوله على '-10. 9 





© نيكن 7 هو التابع المعرف على ا وفق ده *يو8 اح “زديل "ترز كح رن ارء 
© ادرس تغيرات / ونظمْ جدولاً بها. 
© ما عدد حلول المعادلة 0 ع (2)/؟ 


9 احصر كلا منها في مجال لا يزيد طوله على -10. © 


بالعلاقة المشار الجهاء ويحتة في كل جالة المجموعة الى تمديب عليها المقدق: 











0 1- + نمع - ثم د زمر 2 ولحو د رهام 
65 . ا اا ا 0 
ا 
9 ل دمر © ل - (مار 
005 2 5111 


لك اال لوا جل لاعن اجالع د ارال 


© تحقق أنّ ()/, - (ه)// . 2ه + 1/.. أياً يكن من +1. 
© استنتج أنَّ 0 ح (م)/ - (م)"/نه + ()”/(2.ه + 1)» أيأ يكن نه من +1. 


في كل من الحالات الآتية» ادرس قابلية التابع / للاشتقاق عند الصفر. 


|:2] ل 2تع 


© ملحت - هامر © إنتإنه - (مممر ‏ © - ()/ 


1ح م 
1 1 5 1 
التابع /, معرف على 1 وفق 0 - (0)/ و 


© هل / اشتقاقيٌ عند الصفر؟ علّل إجابتك. 
© أاحسب ار على *12[. 


ؤوة 5ه ع هار فى حالة :0 عد ب 
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لنتعام البحث معأ © 





ل هنلسي 


في معلم متجانس [0:7,7)» /3 هي النقطة التي إحداثيتاها (7,0) حيث 3 > «, > 20 و7 

هي النقطة التي إحداثيتاها (0,7) حيث 0 < +» النقطتان 17 و 77 تحققان 3 - 1/77 . وأخيراً 
7. هي نقطة من القطعة المستقيمة [1477] تُحقق 2 - 1/7 . نهدف إلى تعيين المحل الهندسي 
للنقطة 7. عندما تتحول «7 في المجال [10,3[» ورسمه. 

9 نحو الحل 

هذه مسألةٌ في دراسة المحل الهندسي تحليلياً. سنسعى بداية إلى حساب (7,) إحدائيّتي النقطة 

7 بدلالة «7. يمكن التفكير بمبرهنة تالسء لكنْ يبدو الأمر أيسرَ باستعمال الأشعة. 
© أثبت أن (201 + /01 - [307. 





© أثبت أنّ 2 - 9/. - . واستنتج (#,ه) إحدائيّتي للنقطة 7 بدلالة 70. 

للحصول على معادلة للمحل الهندسي 2 للنقطة 7.» نبحث عن علاقة بين الإحداثيّتين :ده و 
للنقطة 7. مستقلة عن الوسيط «7. أثبت أنّ 2ه -20/1 ح يء عندها تنتمي 7. إلى الخط 
البياني © للتابع / المعرف على المجال [0,1] وفق 2 20/1 ح ()/. 

يبقى أن نجيب عن السؤال: أترسم 7. الخط البياني © كاملاً عندما تتحول :7 على المجال 
0,3 ؟ 
© لماذا تنتمي # إلى المجال [0,1]؟ 
© ما هو إذن المحل الهندسي للنقطة ل؟ 
© ادرس تغيرات / وادرس قابلية اشتقاقه عند 1. وأخيراً ارسم 2 . 


/ أنجز الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة. 


توأه ى+ عات ا 5 ٠.1.‏ 
في معلم متجانس [ 0:1,7)» نرمز بالرمز © إلى مجموعة النقاط (0,:ه)11 التي تحقق: 
2 “حك وس 3ن (*) 
نهدف إلى إثبات أنّ المجموعة © هي اجتماع خطين بيانيين ,0 و ,0 لتابعين /, و / ومن 
ار 
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9 نحو الحلّ 
4 بحفاً عن طريق. يتعلق الأمر بإثبات أنّ المجموعة 2 من النقاط (:,)11 تساوي ,1002 0. يجب 
إذن اشنات أن القول « تنتمي 11 إلى 6» يكافئ « تنتمي 006 « تنتمي 11 
إلى © أو إلى 0 »2 حيث 0 و 00 هما خطان بيانيان لتابعين ‏ و / فتكون معادلتاهما 
هام - ع« و (نتازر - رن 
يتعلق الأمر إذن بإيجاد تابعين 1 و / تكون معهما المقولتان الآتيتان متكافئتين: 
5 « إحدائيتا 714 تحققان 3 ع 2ني4 +2 - 22 » 
« إحدائيّتا 31 تحققان (5)/ - « أو (#)رر - ن». 


ع 2 تت 
© تحقق أن العلاقة (*) تكافيء الفط 1 0 


© تعلم أن « مح 5إ»» تكافئ « واد دن أو مل عن » فقط عندما يكون 0 < م. ما 
قيم ه التي تحقق 0 < 3 + 2 + 2-؟ 


تبقى دراسة تغيرات / و 2/ء ثمَّ رسم خطيهما البيانيين 0 و 202 . نرمز بالرمز 7 إلى التابع 


في )م 
المعرف على [1,3-] وفق 12214 كسك - (م)ير. 


© أثبت أنَّ / اشتقاقي على ]1,3 -[. احسب (5)"// على ]1,3-[. 
© ادرس قابلية // للاشتقاق عند 1- وعند 3. ثُمَ نظُمْ جدولاً بتغيرات / . وارسمْ ,0 . 

يمكنء» لكي نرسم ,0» أن ندرس تغيرات و . ولكن هناء لدينا: ()//- - (5)» أياً تكن :ه من 
[1,3-]. وفق أيّ تحويلٍ هندسي يكون 2) صورة 00؟ ارسم 02). 


مز أجحةق هويعنر 11010000116 


نهدف إلى إثبات صحة المتراجحة :3 < ندصهة + # ذه 2 أيا يكن # من المجال ]0,5] - 1. 

9 نحو الحلّ 

4 يبدو حل هذه المتراجحة مثلثاتياً شبه مستحيل. لذا نلجأ إلى دراسة التابع / المعرف على 7 وفق 
27 - 8 مدو + مزه 2 - ()/. تحقق أنّ إشارة (”/ على المجال 7 تمائل إشارة 
1 +7 “وم 8 - بن ون 2 . 

4 يمكنك أن تضع + - 5ومه» ثم تدرس إشارة كثير الحدود 1+ 38/2 - 2:3 ح ()2 مع + من 

[0,1[ . ادرس تغيرات 2 على المجال [0,1[» وتحقق أنّ 2 موجب على هذا المجال. 

كر أنجزٍ الحلّ واكبه بلغةٍ سليمة. 
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دما إلى الأماء © 





3 
التابع '/ معرف على المجال ]0.1] وفق 2 /, - (/. 


© هل / اشتقاقيٌ عند الصفر؟ 
© احسب (:)”/ على ]0,1[. 
8 2 
نتامل التابع. /. المغعرف على [11 و ح (نه)ر . 

















1 --2 
© احسب التابع المشتق للتابع / . 
© | قنك .2 ميعة كل م التوابع الآتية: 
4 
0 عط خا 2 : 9 © ده 00010 
1[ - :2 1 عاخن 
2 75 
ع ال ا يي اسن تلديم | 
ا 5112-1 





فيما يأتي» أوجد التابع المشتق للتابع / محدداً المجموعة التي تنجز عليها الاشتقاق. 


6 نز ذووةات زدار © 25 ثمزة ع (تار 
1 1 
لل ح (0)آ1 0 +-“ل- ح (2 
5112572 ٍ |ظ و2 وم ٍ 








17 ليكن التابع / المعّف على (2511 وفق القاتت كت زدال: 

0 عيّن التابع المشتق ”/ للتابع / . 

© نرمز بالرمز 9 إلى التابع المعرف على ,5 
اشتقاقي على 7 ثمَّ احسب (9")2 على 1. 

© نرمز بالرمز « إلى التابع المعرف على ]00+ ,1[ - 7 وفق [/+)/ - ()8. أثبت أنَّ / 
اشتقاقي على 7 ثمَّ احسب (/7 على .. 


4 و عددان حقيقيان» و0 هو الخط البياني للتابع / المعرف على 18 وفق: 


1 ل تيوق ل ذيوم ب (2)/ر 
هل يمكن تعيين ٠‏ و 5 لكي يقبل © مماساً أفقياً في النقطة (4)1,2 منه؟ 


وي لحر ور اياحض براحي للدي ار الموريي على 10 بودي 


+ هم + ةهقة _ 








2ت ل وفقع (تقيزتزة ار حدرروان+ أثنت أن 9 








عيّن » و5 لتكون 3 +45 - , معادلة للمماس للخط © في النقطة التي فاصلتها 0 منه؟ 
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6 عدذ حقيقيٌ» و/ هو التابع المعزذف على *1 وفق و5 + 5ق + 5بوم ح (5), . هل يمكن 


تعيين © ليكون للتابع / قيمة حدّية محليّة عند 1 - م؟ 


هو تابع معرف على :1 واشتقاقي عليها. إضافة إلى ذلك نفترض أنّ: 
5ه 0-(0)/ و1 - (0)/. 
5 '/ متزايد على المجال |0-ه-,0] ومتناقص على المجال [00,0- [. 
ارسمْ خطأ بيانياً © يمكن أن يمثل التابع / . 


في كل من الحالات الاتية» احسب في حال وجودها نهاية التابع م عند »0 المشار إليها. 


1 وم - 





مه مم لحت ديهم ممم - ()/ 
56 7 

م كمد 0 يت 
5 نه 


((609 في كن من الحالات الآتية» أوجد عدد حلول المعادلة» ثمَّ احسب قيمة تقريبية لكل جذر بحيث لا 
يتعدى الخطأ في الحساب -10. 09 
© 5-60 اج ل ثبي ”بر 02 5  -‏ (1+ 2)ه 


© ل لاا رك ا 0 
2 3 5 


نات راشي اميل انا رت در 
© ادرس تغيرات التابع م . أثبت أنّ المعادلة 0 - (5)/ تقبل حلاً وحيداً يطلب حساب قيمة 
تقريبية لهذا الحل على ألا يتعدى الخطأ في الحساب 10-1. 
8 احسبة حيري القيمة الحقيقية لذلك الجذر. 


69 نيكن التابع المعرّف على المجال |مه+,1| - 7 وفق دس ل 


1[ - 2 
© ادرس تغيرات / على 1. 
© استنتج أنَّ للمعادلة 0 - (5)/ جدراً وحيداً » يقع في المجال ]1,2[. 
83 ع نيه ار نا الجر عن الابعى لكطاي اكيب -10. (9©) 
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© في معلم متجانس [0:,7)» ليكن 6 هو الخط البياني للتابع م/ المعرف على 1 وفق: 


1 
حك كول 0 


© ادرس تغيرات / وارسم خطه البياني 6. 
© نريد تعيين المماسات للخط البياني © المارة بالمبدأء (غير المماس في المبدأ. ) 
6 لنكن 6 عدداً حقيقيا . اكتب معاذلة للمماس 77 الذي يمس 9 في النقطة [(0)/ به )ك4 . 
فكّز في أنَّ :7 يكون أحد المماسات المطلوبة عندما يمر بالمبدأ. ثْمّ جد معادلة لكل مماس 
© في معلج متجانس 0:1,3)ء 6 هو الخط البياني للتابع م/ المعرف على 1١-1(‏ وفق: 
7ه +2 _ 
1مس -اتتار 
© أوجد نهاية / عند 00+ وعند مهم-. 
© أثبت أنّ المستقيم 4 الذي معادلته 1 - 2 - ؛ مقاربٌ مائل للخط 6 . 
© ادرس نهاية / عند 1-. ماذا تستنتج فيما يتعلق بالخط 0؟ 
© ادرس تغيرات / ونظمْ جدولاً بها. 
© أثبت أنّ النقطة (3 -:1-)7 هي مركز تناظر للخط 6©. 





ا( في معلم متجانس (0:7,7)» © هو الخط البياني للتابع /, المعرف على 12١41(‏ وفق: 
1ت ناه كرووت 1م 
از 


© أوجد نهايات / عند حدود مجموعة تعريفه» ثمَّ ادرس تغيرات / ونظّمْ جدولاً بها. 

© أثبت أنّ المستقيم 4 الذي معادلته 1 -* - 7 مقاربٌ مائل للخط 6. 

8 ادرس الوضبم اللسبي للخطين. ان و20 3 ارعيم كلا من 01 و0 . 

© حدٌّد هندسياً عدد حلول المعادلة 0 - مم 11 - #(10 + «م2) + 2:(ة + «) - ثنج. 
ا( في معلم متجانس [ 0:7,7)ء © هو الخط البياني للتابع / المعرف على 1 وفق: 

ه تقول -ه - وهام 

© احسب نهاية م عند 0ه- وعند مه . هل يقبل © مقارباً أفقياً؟ 

© تحقق أنّ المستقيم 4 الذي معادلته 2 - , مقارب للخط 0. 

© نظّمْ جدولاً بتغيرات 0 
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لبيك تابع مثلئاتى 


ليكن / التابع المعرف على 1 وفق 7 وم 4 + ده 2جزة3 تر 


© قارن كلا من (-)/ و(25 + )/ مع (0)/ . استنتج أنّه تكفي دراسة ثم على [0,7]. 


© أثبت أنَّ :هدم 2 - 1 ) نه صثه »ا :د ومع 6 ح (2)// » عند كل عدد حقيقي + . 
© أدرس تغيرات. ث على [0,6]: 
© ارسم الخط البياني للتابع م على [27,27-]. 


دماسة تاب مثلثاتي 


ليكن / التابع المعرف على 12 وفق دوم 3 + ه “مزه 4 ع (2)/ . 

© أتثبت أنّ (م)/ ح (2 + «)مء أياً يكن العدد الحقيقي . 

© تحقق أنَّ [1- :28 صذة2 )صنو3 - ()//ء أياً يكن العدد الحقيقي :. 

© ادرس / على مجال طوله 2» وارسم خطه البياني على المجال [27,27-]. 


كل وفق: جو “جرم ح نوكت بن رز 





26 ليكن / التابع المعرف على المجال 
© احسب التابع المشتق (2)/ . ضع + - 8# رده وتحقق أن 





0 
تت 





(2 +ع + )(غ -2)1 -ح (نه) ل 
© استنتج جدولاً بتغيرات / على المجال 7. 
© أثبت أنّ للمعادلة 1- - ()/» في المجال 7 جدذراً وحيداً 0. 





©2009 ليكن / التابع المعرّف على 12 وفق ومع ع (2)/ . 
© احسب عند كل :ه من 212 ()"/ و ()”]/ و (نه)"/ . 
© أثبت» مستخدماً البرهان بالتدريج» أنَّ مهما تكن1 < , فلدينا: 


006-1“2)+ م )قمعم + | كك ل نه |ومه نر ح (ج) لامر أيأ يكن 3 من 1+ 


ليكن / التابع المعرف على (81-11 وفق للتي - ()ر. 


5 00 5 0 0 
0 اوجد عددين حقيقيين 0 و6 يحققان ‏ + ابل 


© بالاستفادة مما سبق» أوجد عبارة ()27/ في حالة 1 < « و* من (1054-1,1. 
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إجا< تابع 


نفترض وجود تابع / معرف على 1 والستاني عليهاء ويحقق 
"7 .عند 1. 
ح- (7/)0 و م ص - خاران كل + من 
وليكن © خطه البياني في معلم متجانس (لن نبحث عن عبارة (2)/) ٠‏ 
© ليكن و التابع المعرف على 12 وفق (ه-)/ + ()/ - (:)9. 
0. تحقق أن 9 اشتقاقي على 1 . واحسب (9')2. 
0. احسب (0)و واستنتج أنّ التابع / فردي. 





فق |2 | + (0) - (1)0. 
. تحقق من أنّ 7 اشتقاقي على 7»: واحسب ()/7 على 1. 

». استنتج أنّ نهاية التابع م عند 00+ تساوي (2/)1. 

4. ماذا تستنتج بشأن الخط البياني 60؟ 


© ليكن ‏ التابع المعرف على 











0. احسب ()'5 . ماذا تستنتج شاد التابع 7؟ 

احسب (1)/. 

». نظّمْ جدولاً بتغيرات [ على 1 

. ارسم المستقيمات المقاربة للخط البياني © وارسم مماساته في النقاط التي فواصلها 1- 


و0 و1» تم ارسم 6. 





٠0 
© 
90 
عزنا دك‎ 
فا‎ 
٠» 


6 ».ارب التايات العأرده 


5989 






© متتانات , متحاومرة 





عندما تشرب القهوة وأنت تجري حساباتك على الآلة الحاسبة» يمكن أن تقع معك 


الحاسبة تعتّلت اما باستثناء بعض الأزرار الت 


قبت تعملء وها أنا أضم أمامكم في الشكل اجاور لأف 6 © © للك 


الوظائف المتبفية. 
واءتمتنى المعضاة الآتية» الزر الذي يعطى العدد الشهير 7 معطل فا العمل ؟ 
سن ل روغ 1878© سس 


وأخيراً ع فظهر الجواب المبين جانبً. ظ 
لا رست ل ري © الس 





























© ظيهر عددٌ فيه الكثير من الخانات فاغتفثٌ 
كير احواي اين ددا 


4 رزة ثر فرت عط ع مك م مسمس ] 
3 

© هناك خانات ل تعد تتغير وهذا مثير للاهتام 
فزلا كير الأبر ذه جددا رع 2 روج 2 [[مسسسدصتسست] 
5 

ويا للمفاجأة» لم يعد يتغيّر العدد الظاهر على الشاشة» ولكن أيذم» هذا العدد 

بشىء ؟ 

الم ا 290212 | مسمسحمم 

الناح الآخير بالعدد إثنان : زك] 3 رما 3 اع 

وها هو العدد 7 بثانى عشرة خانة بعد الفاصلة. ألسست الرياضيات جميلة؟ 

ملاحظة : في آلني الحاسبة» على عطلهاء عند الضغط على مفتاح تابع تحسب مباشرة ثمة العدد المعلن على شاشتها. 
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نها َ مك 0 
00 
00 


7 نهاية متتالية : تذكرة 
1. حالة نهادة منلهية (أوحفيمية) 
97 تعرينه | 

نقول إِنَّ عدداً حقيقيَاً / هو نهاية للمتتالية ,,(,,0) إذا ضمّ كل مجال مفتوح مركزه / جميع 


حدون. المتقالية ايقءا من دلبل معة (أو باستثناء عدد منته منها). 
نكتب في مثل هذه الحالة 6 - ,؛ه 2ذآ » ونقول إِنّ المتتالية متقاربة أو إنها تتقارب من / . 








جميع الحدود بدءا من دليل 0 


عدد منته من الحدود الح ات عدد منته من الحدود 


97 تذكر أن المتتاليات ,.,,(,,) التي حدها العام ,,» معطى بإحدى الصيغ الآتية 





5 


1 

جه يداد , 

1 2 1 0 1 
حي مياه بيعل راي إلى امار لها شي 1 إن اه 101 له 


7 --- 00 


1 . حالة النهابة اللانهائية 


نقول إِنّ المتتالية ,.,( ,,») تسعى إلى 00+ إذا ضمَّ كل مجال من النمط ]00+ ,4,[ جميع حدود 
المتتالية بدءاً من دليل معيّن (أو باستثناء عدد منته منها). 
نكتب في مثل هذه الحالة 00+ ح ,:ه «ذا » ونقول إِنْ المتتالية تتباعد إلى م6-+ . 


جميع الحدود بدءا من دليل "ل 


التسصسام مدأ عدد منته من الحدود 











0-0 - ا 2 
لد حت رله ,10 حت يله 73700 جح رله ‏ ,727 ح رلا 


ف 


أيضاً دور متتاليات مرجعية» وهي تتباعد إلى 00+ عندما تسعى 7 إلى 00+ : 00+ ح ,نه صننا . 


87 سريت 5 
نقول إِنّ المتتالية ,<,( ,») تسعى إلى 0ه- إذا ضمّ كل مجال من النمط ]0,.1ه -[ جميع 
حدود المتتالية بدءاً من دليل معيّن (أو باستثناء عدد منته منها). 
نكتب في مثل هذه الحالة 0ه- ح ,,ه «هذا » ونقول إِنّ المتتالية تتباعد إلى 6ه-. 


1 دالة لل“ائية اشودسية 


887 مبرهنة 1 


ليكن 4 عدداً حقيقيّا. 





8 في..حالة 1 2ن >. 1ح يكون. 0 .7 1.05نز!. : 


7 -- 00 


" في حالة ب > 1» يكون 00+ ع ”0 11لا . 


7 -- 00 





" في حالة 1- > وب » ليس للمتتالية نهاية. 


5 المتتالية الهندسية المعرفة وفق -255 تين ار 1 >2 >1-. 


5 المتتالية الهندسية المعرفة وفق )دن مشداعدة تضم لذ 1< 2. 


لمامرطيه 


تسعى المتتالية وح ارررلة) المعرفة» وفق 


(”9) ثابتة وجميع حدودها تساوي 1» و1 ع "0 100ا . 


1-0 
مو ج ىرو 


 3,2-1 


[ ل ,7 
إلى 3. عيّن عدداً طبيعياً , يحقّق الشرط: إذا كان م« < «ء كان |2.99,3.01| © ,::. 
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انتماء ,,»ه إلى المجال ]|2.99,3.01| يعني أنَّ 0.01 > 3- ,: > 0.01-» أو 0.01 > |3 - رناء 


١ ١ 4 1 : 4‏ 
8 تيوك اهه إذ أذ" الدبوعل | ب > تت وهذا يكافي:: 1 + 7/7 > 400 (علل 
ولعن 0 به إذن الشرط المطلو م 100 000 ده (علل) 


أو 399 < 7. ينتج من ذلك أننا يمكن أن نختار 399 - 00» أو أي عدد أكبر من 399. فالمجال 
|2.99,3.011| يحوي جميع حدود المتتالية ,.,(,») بدءاً من الحد ذي الدليل 400 . 


بوجه عام تنتمي ,؛» إلى المجال ]» + 0,3 - 3[ - ,7 حيث (0 < م) إذا تحقق الشرط: 


حج 











ل ل ل ل أ سند يي قر ان ار ل ل ل إلى 1 أ كانت 
3 : 02 


فو 
4« 


0 < 7. 
إثنبات تقارب متتالية 
المتتالية ا لك أثيت > متقارية 
ل 00 معرفةه وفق ا 1 اده .ه. أنبت ان ويا ربه. 
واحسب نهايتها. 


الحل 


لاحك أ 





10 7 ] 
]أل 22006 - ]لك ]لد ل ]1 ح ربلا 
2 2 3] 2 

إنَّ مضمون القوسين هو مجموع 7 حذاً متتالياً لمتتالية هندسية, كل من حدّها الأول وأساسها يساوي 


ومن المعلوم أَنَّ هذا المجموع يساوي 





لم إقحم 


لذ |)- ,. وهذه متتالية هندسية أساسها 2 - 4 يحقق 1 >|4| فهي متقاربة وتسعى إلى 


ادر 





0 


9-3 5 
5 0 7 0 


في الحقيقة» يمكننا أيضاً أن نلاحظ ما يأتي 











فالمتتالية ,..,(,) متتالية هندسية أساسها : بش وى إلى اسار 


وض لماذا إذا تقاربت متتالية 
2 





مم( :) ذات حدود موجبة, كانت نهايتها عدداً موجباً؟ 

(تذكر كلمة موجبة تعني أكبر أو تساوي الصفر: فعندما نقول 0 موجب أو أكبر من الصفر 
تقصضف المتراححة 0خ جه أما إذا أركفا 0 جم فحتدها تقول إن 6 هوحب تماما أو أكير تماما 
من الصفر ). 

لنفكر بأسلوب نقض الفزض. لنفترض أنّ 0 < ,:ء أي يكن ٠7‏ وأنَّ ,.,(,:) تتقارب من عددٍ 
سالب تماماً 7. نختار عندئذ مجالاً مفتوحاً مركزه 7 لا ينتمي إليه الصفر. إِنَّ هذا المجال لن 
يحوي أيّ حذّ من حدود المتتالية» وهذا غير ممكن لأنّ ذلك يناقض تعريف نهاية متتالية. فلا 


يمكن إذن أن تكون نهاية ,,(,؛) عدداً سالباً تماماً. 
9 يمكن لمتتالية جميع حدودها موجبة تماماً أن تساوي نهايتها الصفر. على سبيل المثال؛ 
المتتالية ,<,(,,») المعرفة وفق ِ- 0 
وض كيف يجري الربط بين نهاية متتالية ونهاية تابع عند هه + ؟ 
التمائل بين التعريفين واضحء لأن المتتاليات حالات خاصة من التوابع. فمثلاً مه+ > رار صخل 
تعني أنّه أي كان العدد الحقيقي المعطى 17 تحققت المتراجحة 3/7 < (2)ثر بدءاً من قيمة / 
للمتحوّل # (أي عندما 4 < #). وكذلك الأمر مم+ ح ,ه معنا تعني أَنّه أياً كان العدد 


00 ج-- 7 





الحقيقي المعطى /1 تحققت المتراجحة /3 < ,» بدءاً من قيمة للدليل ,7 (أي عندما 


6 


م1 ا: 








هذ تدر 
1 


0 000 


| 103,105 © رن عند كل م7 < 71. 


1 2 2 
0 31 إن 17 اوى نهابتها 3 م احخذ عددا طبيعيا 10 يجعل 
_- 00 يا 


|2.98,3.02] > به عند كل « أكبر تماماً من م7. 
المتتادة 





© المتتالية ..,(,») معرفة وفق 





)له معرفة وفق م/م - ,4 ٠‏ نعلم أن عمل ح ,نه صننا. جد عدداً طبيعياً 70 


1-1 





يجعل “10 < .) عند كل « أكبر تماماً من 70. 
1ك . المتتالت:» 5 ارد “10 
08 احسب نهاية كل من | ليتين محا ف وح( ,/ة) 0 0 ةك ا 0 د 


© ليكن 1 > ؟ > 1-» ولنعرّف المتتالية م,(,:”) بالعلاقة ”ي + ...+ 2و + و +1 ح ب. أعط 


© نتامّل المتتاليتين يحيك ف وحور[ ,/1) المعرفتين وفق: 
1 
3 ح ننه » ا كور و 3 + وله ح رنا. 


© ».أثبت أنّ المتتالية م,(,0) هندسية. 
. احسب ,0ن ثم ,2 بدلالة 7. 
© تنضع إن +... + بن ح رق 20خ + ...+ ونه ح قر 
.احسب كلآً من ,5 و 5 بدلالة 7. 
0. استنتج نهاية كل من المتتاليتين مح,(,5) هف ودر( م5). 
© نتأمّل متتالية م.,(,)» معرّفة وفق العلاقة التدريجية 0 -+ ,0ه - ره وه ح ن0. 
© نفترض أنّ 1 - »0ء تيقّن أنّ ,.,(,) متتالية حسابية في هذه الحالة» واحسب ,؛ بدلالة 
و5 و5 في هذه الحالة. 
© هنا نفترض أنّ 1 عد ». ونضع / الحل الوحيد للمعادلة 6+ مه ح :. 
0 نعرّف وى,(,”) بالعلاقة / - ,نا - ,؛ ٠‏ برهن أنّ م<,(,) متتالية هندسية. 
7 استنتج صيغة + بدلالة 7 و 6 وه و5 في هذه الحالة. 
برهن أنه في حالة 1 > ٠‏ > 1- تتقارب المتتالية ..,(,,»؛)» واحسب نهايتها بدلالة 5 و4. 
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© مبرهنات تخص النهايات 


2. مشاليات من النمط (1/)02 ح ,رلة 


7© مبرهنة 2 


ليكن / تابعاً معرّفاً على مجالٍ من النمط ]0ه ,([ ولتكن ,,.,(,) متتالية معرفة بدءاً من دليل 
معيّن ,7 بالصيغة (0)/ - ,:ه. عندئذ إذا كان # - (2)ر مدنا » كان أيضاً / - ,ه ممنا . 
هع جح رو 


م لدج مر 


2 
07 ال د 005 


ا 
م +72 





الحل 


بالاقادة .من كزاعد العمليات .على التهايانك». لدينا' ,حالة هدم ,تعيين. من. الصيكة .< 2 ولكن 
(©4© 


1 + و5 + 225 
| لل بح ييييب الت لو 
وان 2 - (ه)/ دنا » استنتجنا 2 ح- ,ه منذا . 
م لدجديع 0+ جر 


2. مشاليات من النمط (,رنه)] ح ,ررلة 


7© مبرهنة 3 
ليكن / تابعاً معرّفاً على مجالٍ 7 ولتكن ,.,(,”) متتالية تنتمي جميع حدودها إلى 7 . إذا كان 
7ع إل سنا و ه - (نمار يسناء كان كر ضرا الت سن كس ارون 6 و©ع 


م لج نر م لدج مر 


عددا حقيقياء أو م ل» أو 0ه -. 


كك 





تمائل هذه المبرهنة مثيلتها المتعلقة بمركّب تابعين» ولهما الإثبات نفسه» فقط هناء نركّبُ متتالية 


ا 
ج 


مع تابع. 
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3 0 حبيث لطا 5 . ولأنٌ 15 ]1 و3/. - #/ء من[ء استنتجنا 
3ج 


0 0 [ كك نر ل ص7 مجر 


2. العمليات على النهانات ومبرهنات الإحاطة 


تبقى المبرهنات على نهايات التوابع عندما يسعى المتحول إلى 00+ سارية في حالة المتتاليات. 
وخصوصاً نهاية مجموع متتاليتين ونهاية جدائهما ونهاية خارج قسمتهما. وهنا نعيد القارئ إلى ما درسناه 
في الوحدة الأولى. وفيما يتعلق بالمقارنة» نستعرض المبرهنات الآتية: 


© مبرهنة 4 


لنتأمّل ثلاث متتاليات ,ح,,(,0) و .د,,(,) و ,<,,(,,0). إذا تحقق الشرطان 


© ,نه > يرنه > بره عند كل 7 أكبر من عددٍ 0 





لنتأمّل متتاليتين ,ح,(,) و ,-,(,») وعددا حقيقياً 7. إذا تحقق الشرطان 


0 / - ,| عند كل 7 أكبر من عددٍ 70 








" إذا كان م0+ -ح ب.ه هنذا استنتجنا ان 00+ ح ,ره صننا . 


جر 6 جر 
" واذا كان مه - .٠ه‏ دنئ[ استنتجنا أن مه- ح نه دنا . 
1 4 
1 لجر مجر 





6 





المتتالية ,..,(,) المعرفة وفق 


57 


1 ل ,7 


أيأ يكن سن إذن لك > |0 - يسا. ولأنَ 0 - نول > أسكتمنا 5 
1 +7 [ ل 7 ممجم 


0 - به سنا » وذلك اعتماداً على المبرهنة 5. 


مح لدج نر 


دراسة حالة عدم تعيين من الصيغة « 6ه - مهل » 


ادرس نهاية المتتالية ,.,(,4) المعرفة بالعلاقة «/د- » ح ,. 


لمّا كان مهل  -‏ دمئ1[ و هه+ - 8/د دزا[ » وجدنا أنفسنا أمام حالة عدم تعيين من الصيغة 


م لدج ور مم لجر 














أن 1 > |5177 


«مه - مه+». في مثل هذه الحالة نتذكر ما كنا نفعله في حالة التوابع من إخراج الحد المُسيطر خارج 


11 م لج ىر مهلج نر 





سكد بسد اك تالح < م في حالة 4 < مء إذن < رن عندما 4 < ,» ولآن 
مه+ - «لد سنا استنتجنا أنّ مهل ح ,.»ه سدنا[ عملا بالمبرهنة 6. 


0ج نر 0 
0 تطبيق : حالة المتتاليات ( ررلهة) ل[ ونبيرة 


عندما يكون © - ,ا مدنا » ويكون التابع / مستمراً عند © (أي (0)/ - ()/ يسننا) عندئذ 
تفيد المبرهنة 3. بتأكيد أن (1)0 ح (رنه)/ اا من جهة أخرى: تتقارب المتتالية محم( برنة) 
من /. (إِذْ حدودها هي حدود المتتالية ,.,(,) ذاتها باستثناء ,:» ). ولكن مهما كان العدد 
الطبيعي 7 فلدينا (,0)/ - رب.»ء أي المتتاليتان وى,((,)/) و ود,,(,,:) متساويتان 
فتكون نهايتاهما متساويتين أيضأء أي إِنَّ (0)/ - /. 


وهكذاء إذا كانت للمتتالية م , ( 2) نهاية حقيقية 2.4 وإذا كان ثر مستمراً عند #, كان (6)نم/ ح 6 مما 





6 





_- كيف نتصرف عندما نتعرض لحالة من حالات صيغ عدم التعيين ؟ 
ليس ثمة قواعد عامة. لكننا سنعرضء في الأمثلة والتمرينات» بعضاً من المهارات التي يمكن أن 
تكون مفيدة عندما يتعذر حساب النهاية مباشرة بالاعتماد على قواعد العمليات على النهايات. 
" عندما يكون ,,» معرفاً بدلالة «» (0)/ - ,» و/ تابعٌ مألوف: كثير حدودء كسري..... 
يمكن أن ندرس نهاية '/ عند مه-+» عندئذ 


إذا كان 2.2 رما نا كان دك .نه ونا 
وى لدجديع 


0+ جر 
" يمكن أيضاً في وضع الحد المسيطر خارج قوسين. 


7 6م ٠.‏ 7 هي 1 1 . ع 2 
0 المتتالية ,.,.(,») معرفة وفق ح ب.ه. تحقق أن > .إه > حل -ء وذلك أيا يكن 
- 7 له 8 له 





1 < «» ثم استنتج نهاية رد,(,) . 


© المتتالية ...(.:) معرفة بالصيغة وم -1 + + ح ,,»ه. تحقّق أنٌّ 2 + م > ,.ه > «» وذلك أيا 


يكن 1 < 20 ثم استنتج نهاية ,حم( ٠),‏ 


© فيما يأتي احسب نهاية المتتالية ,.,(,) في حال وجودها: 



































1 لض 5 2 تلت 05 3 1 0-5 
51-1 0310-5 [ ل ,7 
4 7 ل ص37 ك1 5 4 ل 207 ل 375 00م 217 0 
0+1 لم7 وا 0 51م 4 
هك 42 كحصه 
3 5 0 5 1 0 9 8 - 47 0 
7241 5 + 318 7+1 
_20 
١ 10‏ ف ح رلا 1 5 95 ح رلا 02 شه 51 17 
1[ ل 310 1 ل 318 1 -ل 21 
"| 1نس ) حك .0/0 00 2 
26 للعنفاكة 14 2- م وول ثم حت رلا 15 2 كك 1 
7 1 








116 9س - 5 - 972/ه - 1د 17» طُ 3-3 ح به 5ه ل سلس _ 1 


2+2 2 -19 


000- - 1 


- 
| 
5 
2 
م 
| 





2م - 








© تقارب المتتاليات الموطردة 


3. عموميات 


ذعريهم 4 





" نقول إِنّ المتتالية ,.,(,) محدودةٌ من الأعلىء إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي 71/1 يحقّق, 
عند كل عدد طبيعي «» المتراجحة 14 > ,,نه. يسمى 11 عنصرا راجحا على وى,(,:). 

" نقول إِنّ متتالية م.,(,) محدودةٌ من الأدنىء إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي 7 يحقّق» عند 
كل عدد طبيعي «»ءالمتراجحة 70 < ,#. يسمى 70 عنصراً قاصرا عن المتتالية م-,,(,). 

" نقول إِنّ متتالية ,..,.(,.) محدودة, إذا كانت محدودة من الأعلى ومن الأدنى في آن معا. 


1-0 


جميع الحدود 1 إلى يمين 77 





" نفي المقولة « ى.,,(,,) متتالية محدودة من الأعلى» يعني «مهما كبر العدد الحقيقي 4 » أمكن 
إيجاد حد بره من المتتالية يحقق 4/ < ,,»: » 

* إذا كان 17 عنصرا راجحا على متتالية ,,(,)» كان كل عدد حقيقي أكبر من /1 عنصرا 
راجحا عليها. 

" وإذا كان 7 عنصراً قاصراً عن متتالية ,.,(,4)» كان كل عدد حقيقي أصغر من +7 عنصراً 
قاصراً عنها. 


أثبت أنّ المتتالية م.,(,) المعرفة بالعلاقة «/8+1-1/. - ,»ه محدودة من الأعلى. 





ومحدودة من الأدنى. 





الكل 
لما كان 7 < 1+ 7 وتابع الجذر التربيعي متزايد استنتجنا أنَ 7/ه < 1- 7/. ومن قَمّ 0 < ,» أي 
كان العدد «» والعدد 0 -7 عنصر قاصر عن المتتالية ,.,(,0)» ومن جهة أخرىء. لأنٌّ 


1 < «لد + 1 + «ل/. استنتجنا بعد الضرب بالمرافق أنّ 1 > 
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1 
بلق_-دت .ووو والعية 1ت زد 
بويد حك | مميور اي 55 





3. دراسةالمتاليات المطردة 


© مبرهنة 7 


© كل متتالية متزايدة وغير محدودة من الأعلى تنتهي إلى مه . 
© كل متتالية متناقصة وغير محدودة من الأدنى تنتهي إلى مه-. 





الإقجاءته (بترك إلى قراءةثانية) 
© لتكن ,.,(,؛) متتالية متزايدة وغير محدودة من الأعلى. ولنتأمّل عدداً حقيقياً كيفياً 4 . 
" لما كانت ,.,(,؛) غير محدودة من الأعلىء أمكننا إيجاد حدّ ,» من المتتالية يكون أكبر تماماً 
من ك4 : لك < ,رنة. 
" ولمًا كانت ,.,(,؛) متزايدة» فإذا كان 27 < 0 كان ,» < ,ا ومن ثَمَ 4 < ,. يعني هذا 
أنّ ,»ا ينتمي إلى ]مه + ,4[ أي كانت 27 < 7. 
هذا صحيح أياً يكن > هما يثيت أث هوك ك .به 31خ . 


11 --- 00 


.يدرهن الح الثاني من المدرهنة بأسارب عمائل لما سبدق. 


© مبرهنة 8 


© كل متتالية متزايدة ومحدودة من الأعلى متقاربة. 
© كل متتالية متناقصة ومحدودة من الأدنى متقاربة. 
هذه خاصة مهمّة من خواص مجموعة الأعداد الحقيقية 19» سنقبلها دون إثبات. 


شح ملاحظات 

" لا تعطي هذه المبرهنة نهاية المتتالية» إنها تثبث فقط وجود نهاية حقيقيّة لها. 

" في حالة متتالية م.,(,) متزايدة ومحدودة من الأعلى تكون نهايتها 4 أصغر العناصر الراجحة 
عليهاء أي هي أصغر الأعداد 3/7 التي تحقق المتراجحة 14 > ,.» مهما كانت قيمة 7. 
نسمي هذه النهاية الحد الأعلى للمتتالية. 

" في حالة متتالية ,.,(,:») متناقصة ومحدودة من الأدنى تكون نهايتها 7 أكبر العناصر القاصرة 
عنهاء أي هي أكبر الأعداد +7 التي تحقق المتراجحة +7 < ,,.ه مهما كانت قيمة 7. نسمي 
هذه النهاية الحد الأدنى للمتتالية. 
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وض إذاكانت متتاليةٌ غير محدودة من الأعلى» فهي لا تنتهي بالضرورة إلى 00+ 


هذا صحيح. إِذْ من السهل بناء متتالية غير محدودة من الأعلى ولا تنتهي إلى 00+ . 
المتتالية 000 الحى حدها العام 1-0-) _ 0 ا 0 أو 
لاك يرريزنا و اباك روا 


هي غير محدودة من الأعلىء ومع ذلك لا تسعى إلى 00+-. 


0 لماذا إذا انتهت متتالية إلى 0+ » فهي ليست بالضرورة متزايدة؟ 


لأنّه من السهل بناء متتالية نهايتها 0+ لكنها ليست متزايدة» يكفي أن نجعل قيم ,,» في تزايد 
ولكن دون ترتيب. 
المتتالية نوا ة) التي حدها العام 10-) 211 حت إرلهاء 0 

1 +282 جح رولا و 67 ح- رولا 


هي غير متزايدة» ومع ذلك 7 < ,ه إذن 200+ ع ,نه مننا . 


نص كيف نستفيد من المبرهنة 8 في دراسة متتالية من النمط (,,0ه) > إن يرنه؟ 
وجدنا في المبرهنة 8 أنّه عندما تكون ,..,,(,) متزايدة ومحدودة من الأعلى» أو تكون متناقصة 
وسمحدوةة من الأدقى: تكون متقاربة نحو عدد حقيقي. 
لنفترض إذن أن ,.,(,”) تحقق شروط المبرهنة 8 ولنرمز إلى نهايتها بالرمز 7. إذا أثبتت 
الدراسة أنَّ العدد الحقيقي ١7‏ غير المعلوم» ينتمي إلى مجالٍ 7»ء وكان التابع (م)ثر جا نه: / 
مستمراً عليه» (إذن مستمراً عند /). أمكننا عندئذ البحث عن العدد / بصفته حلاً للمعادلة 


لنتأمّل المتتالية مح,,(,,نا) المعرّفة بشرط البدء 1 ح و و ,ه +1/. - بيه في حالة 0 < 7. 
يمكن إثبات أنَّ ,.,(,:) متزايدة وأنها محدودة من الأعلى بالعدد 2 بأن نبرهن بالتدريج 


31# ورورلكة 2010 ف خ2 > لكأ : )0 
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وهذه مهمة نتركها تمرينا. 








نستنتج إذن أنّ للمتتالية .,(,") نهاية حقيقية نرمز إليها بالرمز 7. العدد 4 موجبٌ بطبيعة 

الحال» فالتابع م/ المعرف وفق ه +-1/. - (2)/ مستمر عند 7 و هو حل موجب للمعادلة 
- ()/ أو م + 1ل د س. 

إنَّ حلول هذه المعادلة هي تلك الحلول الموجبة للمعادلة 0 1م #2. نجد بسهولة أن 


د بغ ' 1.5 5/ه عد 1 . 
للمعادلة الآخيرة جدرين هما 5 7 جد ريق وى لمك 09 ٠.‏ واد 10 > ره و) < وتدق» 
لخد 
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سيا -م. 


و 1227011111 

ليست هناك طرائق عامة ولكن هناك بعض القواعد التي يمكن أن نستفيد منها: 
© مجموع أعداد حقيقية موجبة أكبر من أي منها. 

بف ) المتتالية م<, (,) معرفة وفق 1+ + 302 ح ,ه. هنا 372 و« و1 أعداد موجبة, 

إذن 302 < ,» أياً يكن 0 < 7. 
© إذا كان 5, مجموع م عدداً حقيقياً: وكان +7 أصغر هذه الأعداد و/7 أكبرهاء كان: 
لاجر كه ا > ور 
للك إذا كان م + ثكم سل ثم ح رب كان 305 > ره > 37 . 


© إذا كان 0 < 05 كانت القضيتان «5 > 0» و «> < 47 متكافئتين. 
0 














٠‏ عه كس دامووقه 1 «له الى هيوم 
واضبح أن 0< 0 جد انك 1 < ,ند 2 ل ا ا 00م نستنتج» 
00007000 3 
بحسب الخاصة © . أن < > به > ' 
7 2 ل ,7 
© إذا كان » و5 عددين موجبين» كانت القضيتان «5 > 4م» و « 5/ > 0/0» متكافتتين. 
ليكن 5م +-1/. - بينه. لمّا كان 5( + 1) > 05 + 1 > كب كان 2+ 1 > به > 7. 





٠ ©‏ وم وى 2 أعداة مبرهدة تايا . إذا كان 6 ون ع زرو كان 


د 
0 6 
2 
فللا المتتالية ,.,(,.») معرفة وفق 22-154 للك - ين. هنا لدينا *م > 1 و 202 > برق 
0 5 
. 62 1 
إذن 652 > 1 + 2 + 2مق 3 < 2 +308. نستنتج أن 2 > أى ,27 > 
إذدن “07 .> 1[ ل ورت + 378 و 7 ل 71 لطت ال حر و برل افيا الل بي برا 


371 
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© في كل من الحالات الآتية» مدن هندسياً الحدود الأولى من المتتالية ,.,(,»)» ثمَّ خمّنْ جهة اطردها 
إذا كانت مطردة ونهائقها المحتملة, 
1 
9 2ح ونه و 53- ملاح حت إبيرلا ٠.‏ 
1 
© 1 - ولا و ,رلاح- - بيرلا ٠‏ 
6 [ ح ننه و 1-2 ولا كت نوبرلاءء 
© تأخل. المفقالية ب رين ١‏ المعئفة وفق لس وك ,بن وين أ الأعداك الثتية راح حليهاء 60 6 
. 0 1 
9 5 ؟ 
5 ا 1 يا ع 2م ع 
© تأمّل المتتالية يرل المعرّفة وفق 0 د .ه.. افيثت أن 3 >- ينه > 41 ايا يكن العدد 
00 7 7 
الطبيعي 7. 
© فيما يأتي أعط متتاليتين وح,(,) و و<,(,ة)ء تختلفان عن وء,(,/) وتحققان ,د > ,0 > ,4 أيا 








يعن 2 < 7. 
0 لاك 0 6 امد كك 
1 ل ,7 1 ل ,7 
21-3 © حك لمحب ”زر 
(2 + م1 - مم 0 ” 7-1 0 
© م +2 ح نه © ١‏ 0 

















اه 7 -ح رلا 2 0 54 1 الى 
1 2 +17 
2 
1 1 7,21 
4 -- ا اي" لحعحسش سيد حت خا 6ه حي نان 
مر 01" 1 دول "” عا 75 0 
2 
2 
7 حتتنتب ح إلا 5 5 لحم ح إن 9 0-1 - 75 ح إرلا 
3 ل 27 /ه 
1 
10 2م لد ح رلا لاه 0057 + م ح رن 2 5< ”(1-) ح إن 
[ ل ,7 
© لتكن المتتالية 0000 المعرّفة بالصيغة : 
7 4 35 2 1 
جد لي ل هئ ان 
0 ك3 9525 53 


© أثبت بالتدريج على العدد «» أنّ ”2 > «” مهما كان العدد الطبيعي 7. 
© استنتج مما سبق عنصراً راجحا على المتتالية ى,(,). 
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متثاليات متجاورة 


إحدى الطرائق المهمّة لتحديد مقدار مجهول 7 (يدل على طول أو مساحة أو حجم أو عدد)» تقوم على 
محاولة إحاطة 7 بأعداد معلومة يقترب بعضها من بعض شيئاً فشيئاً. 
ننطلق بداية من ,ىه > 12 > ,4» ثم في مرحلة أولى» نحصر ,1 كما يأتي 
وفك فيك يل 1 > .1 

وهكذا.... فنصل في مرحلة 7 إلى الوضع الآتي 

وق قنك مم كك بق ماده 1ك ميو > 1ك 11 
ويمكن أن نستمر هكذا عدداً غير منته من المرات. المتتالية م.,(,4) متزايدة» والمتتالية مى,,(,ة) 
متناقصة» والمتتالية ,.,(,4 - ,5) تتقارب من الصفر. 





المجالات [مد,.م8]» [,6.5]» [رة,رة]»... [,,,0]» ... متداخلة وتسعى أطوالها إلى الصفر. 


نقول إِنَّ المتتاليقن م.(,) و مر,(.) متجاورتان؛ إذا وفقط إذا كانت إحداهما متزايدة والأخرى 
متناقصة» وتقاربت المتتالية محولا 1 3 ىم من | لصفر ' 


1 ل ,7 


عمال ا وما. لون 4 :. . 
المتتاليتان ودر( ,) و بدو(,5) المعرفتان وفق 0 0 ان - ,5 متجاورتان. 


7 مبرهنة 9 


نتأممل متتاليتين متجاورتين ور 1 ) ف محر( ي5) ؛ عندئد 

© تكون المتتاليتان م<,(,4) و مح,,(,5) متقاربتين. 

© يكون للمتتاليتين ااا ف محير[ير5) النهاية نفسها. 
لنفترض أنَّ المتتالية ,(,4) متزايدة والمتتالية م<, 
و (,5) متناقصتين فمجموعهما ,.,(,+ - ,5) متتالية متناقصة أيضاًء ولأنَ هذه الأخيرة تسعى إلى 
الصفر وجب أن تكون جميع حدودها موجبة. وعليه ,+ < ,ه أيآ كانت 7. 








(,ة) متناقصة. عندئذ تكون المتتاليتان ,.,(,#-) 
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وقاعة وقلع 1ك نأ 
إذن المتتالية م.,(,4) متزايدة ومحدودة من الأعلى (بالعدد ,5) فهي منقاربة. نرمز إلى نهايتها بالرمز 
/. وكذلك المتتالية ,.,(,5) متناقصة ومحدودة من الأدنى (بالعدد ,#) فهي أيضاً متقاربة. لنرمز إلى 
نهايتها بالرمز 2 . يبقى إثبات أنّ // - /. في الحقيقة لدينا 


: 00006 : - /١ 
ال ا ل ل‎ 


ولما كانت ,.,(,+ - ,5) متقاربة من الصفر استنتجنا أنَّ "4 -/. 


دراسة متتاليتين متجاورتين 
نتامل المتتاليتين حيرا 1 [ وحور( ,5)؛ المعرّفتين تدريجيا وفق: 


© 1ح »م و 12ح وىو. 


حا ىأ 
5 
© أتبت أنّ المتتالية ,..,(,+ - ,5) هندسية. واحسب نهايتها. 


© أثبت أنّ المتتالية م,(,) المعرفة وفق ,و8 + ,34 - ,ه ثابتة. 
© ماذا تستنتج فيما يتعلق بالمتتاليتين ,<,(,) وم-.(.5)؟ 


ٍ 
كد 4 لاحك 57 
ل سس لس ا --- 8 -آ- 


19 192 1-ل70 7-1 


1 1 
اه 0 - ان 0 


صم|؟ة “ا اليء 7 1 5 . 1 40 6ل 
(,8) متتالية هندسية» أساسها <- - 4. ولمّا كان 1 > -- > 1-» استنتجنا أنّها 


0 0006 06 


© 2 1ل 1 كذ 
0 25 و 14 00 دو 


إذن || تتالية 


1-0 


متقاربة وآن نهايتها تساوي الصفر. 
وإذا أخذنا في الحسبان أنٌّ 11 - ,4 - ره - ,8ء استنتجنا أنَّ 0 < ,+ - ,وء أي يكن 7. 


© المتتالية م.,(,) متزايدة تماماً لأنّ 
2 51 و2 + را 
00 امه ف امه وك لله بمسطلتهحتتت كه لاجد بن 
وبالمثل» المتتالية ,..,(.5) متناقصة تماما لأنْ 
1 4 ,36+ '؛ 
>( 24 ع _ سطع بو 5 











ولمّا كنا قد أثبتنا في السؤال الأول أنّ 0 - [,غ - ,5) دمنا » استنتجنا أنّ المتتاليتين م<,(,؛) 


م لدج نر 
وو<,(,5) متجاورتان وهما متقاربتان من النهاية 7 ذاتها. 
© عند كل 27 
0 > (يو8 + ب317) - ررروة + رررقة حا 
إذن المتتالية ,.,(,») ثابتة. ولإيجاد قيمتها الثابتة» نضع 
9 818 ل ع ووو عه 31 ع وناك 1 


© واذ المتتاليات الثلاث وى,(,؛) وو-ء(,ة) وم,(,») متقاربة» فإنَّ قواعد العمليات على النهايات 


تقود إلى : 
2-8 3/6 2ت رةه هنذا 8 ث1 هنذا 3 ع .نه حنثا 99-2 


محلج عر محلج عر محلج عر 


ومنه 9 - 4» فالمتتاليتان و-,,(,#) و.-,(,5) متقاربتان من العدد 9. 


11 


ب/_- كيف نحصر 2/2 باستعمال متتاليتين متجاورتين؟ 





بالاستفادة من خاصّة التزايد التام للتابع 2ه ج؛:ه على المجال ]0ه+,0]» يمكن الحصول» 
بسهولة» على إحاطات متتابعة للعدد 2/. كما يأتي : 

" البداية لشاكان. 4ت 23> 1 استدتهنا أن :23 ولد عه ]1 وهذا ما يتيح لنا أن نعرّف 0-1 
و2 ح وبن. 

1 الخطوة الآولى: نأخذ منتصف المجال [20,40] ونبحث إلى أي المجالين [20,72] أو [0/ا ,170 
ينتمي العدد 2/ وذلك عن طريق مقارنة 72 بالعدد 2. هنا 1.5 - 7 و 2 < 2.25 - 72 
إذن [0,70] © 0/2: نعرّف إذن 1 ح ,نه ح إنه و1.5 - 7 -ح ,ن. فنكون قد حصرنا 2/ في 
المجال [,:,,:] الذي طوله يساوي 0.5. 

" الخطوة (7: لنفترض أننا حصرنا 4/2 في المجال [,_,؛,,_,2]. تأخذ مجدداً 7 منتصف المجال 
[._ملاب._,ه] ونبحث إلى أي المجالين [70.._,”] أو [._,72,0] ينتمي العدد 1/2 وذلك عن طريق 
مقارنة 72 بالعدد 2. فإذا كان 2 < 72 عرّفنا [70,,_,نه] > [,؛,رم]ء واذا كان 2 > 72 عرّفنا 
[,70:4] - [,هو,,نه]. فنكون قد حصرنا 2/2 في المجال [,8,,:ه] الذي طوله يساوي نصف 
طول سابقه [)_,,ل2,_:1] . أي 


1 
شح و نك ات 
7 0 0 01 








" تبعا لطريقة إنشائهماء المتتاليتان ,.,,(,ه) و م-,(,8) متجاورتان ولهما نهاية مشتركة هي 0/2. 


" يبين الجدول اللآتي نتيجة تنفيذ هذه الخوارزمية: 





حم مم حبر دن 

حاص في مه خأ مه ا 

جح حمر وحز نم 

نتن| تم تن|ا تم تن| تم 2 2 


1 
9 
طّ 
4 
طّ 
8 
كك 
16 
ل 
سس 


التي ينتج منها أنّ 1.4140625 بع ,بنه و 1.4145508 ب ,رن وأخيراً أنّ 


8 >->- 2ل > 1.4140625 


٠. 4‏ يحدؤووم 


ا م ا 100 5 1 1 أت لين اكه 
00 لتكن وا دو ةا المتتاليتان المعرفتان وفق ل - ح إث او حتارقى. ابت أنهما 
5 5 4 + 27 [ ل ,7 
لو سر ييا اماس 
. 00 000 5 1ع-م 1 أت ىن كس 
2( لتكن 001 ف محبرلبر5) المتتاليتان المعرفتان وفق ا ح را 01 6 [1 ح- و. ابت انهما 


متجاورتان ثمَّ عيّن نهايتهما المشتركة. 
© في كل من الحالات الآتية» تبيّنْ إن كانت المتتاليتان ,ح,(,نة) و ,-,(,؛) متجاورتين أم لا. 




















1 1 1 1 
( تكدلا وموم 7 ح رن و اسل ونه حت را 
27 2 7 7-1 40 
1 1 1 1 1 1 
د المح كك ١‏ مامد بحا بحتام حار 
27-1 7+1 71 7 7-2 7+1 
1 1 1 
© حصا ب لحاتاه ات ك1 ر وح لل إل حت إلا 
5 5 2 71و 
6 - 2 20 1 
5 1 72 1 














"" عندما تكون متتالية ,.,(,) متقاربة نحو عددٍ حقيقي /» يحوي أي مجالٍ مركزه /» مهما صغر 
هذا المجال» جميعَ حدود المتتالية ( ما عدا عدداً منتهياً منها). 

"" عندما تكون متتالية م.,(,») متباعدةً نحو مه+ء يحوي أي مجالٍ من النمط ]مه-+,/1[» مهما 
كبر العدد الحقيقي /1 »: جميع حدود المتتالية ( ما عدا عدداً منتهياً منها). 

" المتتالية الهندسية ,.,(”4) التي أساسها 0 + ؛ هي متتالية مرجعية: 
5 متباعدة نحو 0 !ل عندما 1 < 0. 
5 متقاربة من الصفر عندما 1 > 0 > 1-. 

"" إنَّ متتالية متزايدة : 

5 تنتهي إلى عدد حقيقي 7 عندما تكون محدودة. 

0 تنتهي إلى 00+ عندما تكون غير محدودة. 





"" كل متتالية متقاربة وحدودها موجبة» نهايتها عددٌ حقيقي موجب (أو معدوم ) . 
: 


1 و 
5 فكّز في أنَّ حساب بعض الحدود الأولى من متتالية» قد يفيد في تعرف حالة المتتالية بصورة 


أفضل . 
"" بحثاً عن نهاية متتالية» فكّز في استعمال المتتاليات المرجعية: 


1 1[ 1 1 
ا 1 و د حدا كر 
3 62 





"ا فكّز في إمكانية الاعتماد على تابع مألوف “/رء يحقّق (0)/ ح ,. 
والتابع / لهما النهاية ذاتها عند -ه+ أو عند مه-. 
"ا في حالة (,)/ ح ,وء حيث / تابعٌ مألوف: إذا كان 6 - ,2 صننا وء - (8)/ تصناء كان 


مح لج ور مجع 


5 
لبح 
زعم 
تُ 

ع 
: 
ٍِ 
|| 


6 ح را 02لا ٠.‏ 
م لدج نر 


. في حالة متتالية 0<مل برل ) معرفة تدريجيا وفق (,2)/, - ررك واذا توفرت بعض الشروطء 


وكانت ,.,(,) متقاربة» كانت نهايتها حلا للمعادلة ‏ ع ()/ . 
"ا لإثبات أنّ / ح ,نه صنذا 


م لدج ر 


5 استعمل المبرهنة 4. بإحاطة محوراكا بمتتاليتين لهما النهاية نفسها /. 
© أثبت أنَّ ,؛ > | - ,»| مع 0 - ,4 دنا . (المبرهنة 5). 
وى لدج مر 





6 





" لإثبات أنّ متتالية ,,(,) تنتهي إلى 00+ » فكّز في استعمال متتالية مد,(,4) تساوي نهايتها 
مهل وتحقق» بدءاً من دليل ماء ولا > برا 


"" لا يمكن إيجاد نهاية متتالية باستخدام مبرهنة النهايات في حالات صيغ عدم تعيين» وهي أربع: 


« 6 - همحل » و « 0 () » و « ِ » ىو ١‏ احم 0" 
0 60 
"ا في حالة متتالية ,,(,) معرّفة تدريجياً وفق (,0)/ - ,,,» تزايد (أو تناقص) / لا يقتضي 
بالضرورة تزايد ( أو تناقص ) ,ح,,(,). (خلافاً لحالة (0)/ > ,,) . 
" إِنّ متتالية متقاربة ليست بالضرورة مطردة. 
"" إِنّ متتالية متباعدة إلى 00+ ليست بالضرورة متزايدة. 
"" عندما تكون متتالية متزايدةٌ محدودةً من الأعلى بعددٍ /1» تكون متقاربة. ولكن نهايتها 4 ليست 
بالصبرورة مسساوية للحي "11 يل 117 2 نا 








اط 1 تمنان هندسي لمتالية من النمط لكر ح وميك 


© المبداً 


في الشكل المجاورء © هو الخط البياني لتابع 'م/ في معلم 
متجانس. نوضّع العدد الحقيقي مه على محور الفواصل» ثم 
النقطة م4 ذات الفاصلة »على الخط البياني ©» نرمز إلى 
ترتيب مك4 بالرمز 1ه فيكون (00/)/ ح )ا. 

نوضع 211 ك5 محور الفواصل بالاستفادة من المستقيم م 
والمستقيم الذي معادلته .ه ح ,,. 

نرمز إلى ترتيب النقطة يك من الخط 06». التي فاصلتها .»» بالرمز يه فيكون (0)/ ح «ا. نوضع 
وه على محور الفواصل بالاستفادة من المستقيم 8 كما في السابق. ونتابع بهذا لتعيين القيم المتوالية 





المتقالة سا المعرّفة بالعلاقة التدريجية ( ,لة) / > بيرلا ٠‏ 
© تمرين 


في كل من الحالات الآتية» مث الحدود الأولى للمتتالية ,.,(,») المشار إليهاء ثمَّ خمَّنْ جهة تغيرها 
بيكانها المي 





00 1ح ونه ,1ح 2007 ح ورلا © 1 ع مله ,1- وله ح ورلا 
1 
© 0 ح مله 2 ,ص1 - وله حت ورلا © 1 عن 0 د > يبنا 
1 
8 1 ح منه صسيه + لحت حت وبي © 1 ح وله بلاكد يا 
برلا 


© تطبيق 
.6 سن مما الى سه م ان ' 3 1 1 ا 5 .6 
نتأمّل المتتالية ,-,(,8) المعرّفة تدريجيا بالشرطين 0 ح بربءه. استعمل الطريقة 
السابقة لتجيب عن الأسئلة الأتية : 

© أتكون المتتالية مطردة ؟ أتكون محدودة من الأدنى ؟ أتكون متقاربة ؟ 

© برهن صحة النتائج التي توصلت إليها إن أمكن. 
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نشاط 2 حجم مجسم قطع مكافئ دوراني 


في الشكل نجد الخط البياني للتابع 2 ب: + : /ء الذي يسمى قطعاً مكافتاً معادلته 2 - ,ن» وهو 
متناظر بالنسبة إلى محور التراتيب كما تعلم. نهتم بالجزء © الموافق لقيم :ه من المجال [2,2-]. 
عندما يدور © في الفراغ دورة كاملة حول محور التراتيب» نحصل على مجمّم نسميه مجسم القطع 
المكافئ الدوراني. 


لك 
ا ذه هه اك 9 221 21 أككر 
اسع ع ا 1 
الل لاا 
1 


ل 1ه 

1 11 

1ك 17 101 815 15 

1ك 1ك 5ه 5 

5 | | ملح | ل اا 

0 01 1ح م 
نهدف إلى حساب [١7‏ حجم هذا المجسّم. في مثل هذه الحالات وفي غياب أية طرائق أخرى نسعى إلى 
المجهول بالدقة التي نريد. لنوضّح المقصود: نحن نعرف كيف نحسب حجم أسطوانة» لنرجع الأمر إلى 
ليكق. . عدذا طبيعيا أكبر تماما هن -2. ولنفترضن. أننا .خاولناً 
بع لفت يي ا امطرانة ارلا كر ريه 0 بلطي 

7 

ستبقى بعض الفراغات )» وأننا استطعنا وضع المجسّم داخل 7 
البطرنة إرنات كل مني * أيضاء كما في الشكل المجاور. 
لنرمز بالرمز ,”1 إلى مجموع حجوم الأسطوانات الخارجية. 
© برهن أن 





10 
1 


© برهن أنّ المتتاليتين ,(,1) و م-,(,0) متقاربتان» واستنتج قيمة 17 أي حجم المجسم المطلوب. 


_ 16 


[ +1 -ه) +... +2 +221 - بلا و ((0-1)+...+1+2) 7 
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تزه فرياتك سياس 


5 | 
3 المتتانية ر<,(,») معرّفة وفق 0 ولا 3439693611 [1 ع وو اوت إن .عندها 1- 72].ء 





© احسب الحدود الستة الأولى منها. 


ا د برلهة >> ) نَم استنتج نهاية ,ىر( ,0). 
7 


0 المتتالية د( ,:) معرفة وفق 1 لاه 


© أعط قيماً تقريبية لحدودها الأولى من بره حتى 1::. 





02 أشنت أنَّ جميع حدودهاء دعا من الحد » تحفق ب :فقي ستنتج نهاية 0 لكا 


3 
5550 4.6 و © ١‏ وى 2 


© احسب حدودها الستة الأولى. 





© ه. أثبت أنّ حيس )1 بن 1ح وجراو د اوه أيا يكن ا" 
أوجد نهاية كل من المتتاليات مويك 00 قيدو ا ف رحو( ررك المعرّفة وفق: 








© أثبت أنّ 1 > به > 0» أياً يكن 7. 

© ه. أثبت أنه إذا كان 104 < يب كان 10-2 > به > 0. 
أثبت أنه إذا كان 105 < ب كان 10-4 > به > 0. 
6. كيف نختار 7 كي نتنحصل على 5 10 > رنه؟ 

© ما نهاية وح,,(,ل)؟ 





9 








50 0 0 1 1 
المتتاليتان 3 ) و ردنا ) معرفتان وفقى: سبسملسشسلد بح 1 ولاح برلا ٠‏ 
اه 7 


3 17 
© أثبت أنّ العدد 1 راجح على ,ح,(,) . 
© أثبت أنّ ,»> ,د أيآً يكن 1 < 7. 
© أمِيُّ النتيجتين السابقتين أكثر إثارة للاهتماءم؟ 
000 5 .. 3 س5 د22 
المتتاليتان وري ف حرط ب,/ة) معرفتان وققى: لح - حت رثك و50 ح رلا. 


0 أثبت أنّ ,*» > ,ء أيأ يكن 1 < ::. 


- < ,د أي يكن 1< م. 


5 900 1 ع ل 6 ع 1 
ف دراي 7 0 9 . أثبت أنها محدودة من الاعلى د ١‏ 





عم ا فورض انق فيا 


0 ا 0 لل لم 
ليكن 4 و 5 عددين يحققان 0 < 5 < 0 ولتكن ,ى,(,») متتالية معرفة وفق إلا ٠‏ 





ادرس تقارب هذه المتتالية. 
98 نحو الحل 
4 في عبارة ,,ه» نجدُ فقط حدوداً من النمط 7نء واذ لدينا معرفة بنهاية المتتالية ,,("9)» نفكر 
بالاستفادة من مبرهنات العمليات على النهايات. ولكنّ © وم غير معروفينء فعلينا أن نتوقع 
التعرض لصيغة عدم تعيين. 
1. تحقق من التعرض لصيغة عدم تعيين في كل من الحالتين الآتيتين: 
© 1< و 1<م © 1<1م و 1>ث6. 
2 في حالة 1 - » و1 > 5» لماذا تفيد مبرهنات النهايات في تعيين نهاية ,.,(,/0) ؟ 
4 قد تفيد دراسة حالة خاصة في تعرف الحالة العامة. لنختر» مثلآء في حالة 3 -م و2 ح- م2 


لتتكتاكل 5 م6 7 ا 50 يي 
جب - ,,ه. وعندما تكون قيم ” كبيرة» تكون قيم ”3 و"2 غاية في الكبر. لمقارنة 
0 


مرتبتي كبرهما عندما تسعى 7 إلى 05+ . ندرس نهاية المتتالية م.,,(,0) حيث مو 2 ملا ٠‏ 
1. لماذا لدينا 0 ح- ره صنتا ؟ 
060 جب نر 


به - 1 : 00 





2 تحقق أنّ 


1 





6 






نستشف من المثال السابق أهمية المتتالية .,(,0) المعرفة وفق 4 ح إه ودورها في الوصول 
إلى النتيجة المرجوة. 
1. أوجد نهاية ,,(,ن) تبعاً لقيم © و5. 


د 00 د يست ب خصيلة ]يله ساس شرك إلى امن المنسرد: 
2( 


7 





ر الجر الحة وافيه بلق سليماة 


ال بر اير يه )لهك ح- وبيرلة 


نرمز إلى المربع ,4,5800010 الذي طول ضلعه 10 
بالرمز ,5ى» والى المربع (4,8,01 الذي تقع رؤوسه 
على أضلاع ,5 ( كما يشير الشكل المرافق ) بالرمز 
|ى حيث 1ح ,كر4.. بالطريقة التي رسمنا فيها ,ى 
انطلاقاً من ,5ى» نرسم رى انطلاقاً من إى ونقبل 
إمكانية الاستمرار بهذا الرسم عدداً غير منته من 
المرات. نرمز إلى طول ضلع المربع ,5 بالرمز ,/. 
نهدف إلى دراسة المتتالية م<,(,,6) وتعيين نهايتها. 


5 نحو الحل 
4 لنتفخص كيف يجري الإنشاء: يُرسم كل مربع انطلاقاً من سابقه. فالمتتالية ,.,(,0) هي إذن 
متتالية تدريجية. 








1. علّل صحة المتراجحة ,/ > .7 >1 أياً كان العدد الطبيعي م7؟ 
2 لماذا يمكن استنتاج أنَّ المتتالية ,..,(,6) متقاربة؟ 


3. أثبت أنّ 1(2- ,)+1 ح ب 4. 
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يبقى تحديد العدد 7» نهاية المتتالية ,.,(,0). إحدى الطرق العامة لذلك هي الاستعانة بالتابع / 
المعرف بالعلاقة (,/)ثر - ,,,/. 
1. عيِّنْ التابع م المستعان به. 
د أفث أن © حل للمعاذلة 0-177 هد 1د دي 
3. استنتج من ذلك قيمة النهاية /. 


موع عد غي رمنثى من الخدو<ا 


5 1 1 
' ١ 1+ 1( 


7,11 


7 


1-1 

ادرس المتتالية كول قا 

98 نحو الحل 

4 يبدو من غير الممكن الاستفادة من تطبيقات مباشرة لمبرهنات مألوفة. ولكن معرفة قيم بضعة 
حدود أولى من متتالية قد تتيح تصورٌ خواص لها من قبيل: جهة الاطرادء العناصر الراجحة عليها 
أو القاصرة عنهاء أو إيجاد علاقة بين حدها ذي الدليل « والدليل ذاته 7» أو بين هذا الحد والحد 
الذي يليه. احسب ,5 و50 و55 و52 بصيغة كسور مختزلة. 

4 تظهر النتائج أنَّ دليل ,5.» أي ٠»‏ يظهر في عبارة ,5.. وتحديداً يبدو أنّ كل ح ,ى. 


1 ل ,7 
1. تحقّق أتك ستحصل على النتيجة ذاتها عند 5 - 7 وعند 6 -ح ,7. 
أنت هبحة تيت اق بالبرهات بالشدريت 
ثبت 0 ,5 بالبرهان بالتدريج 








0 0 


- ثمة حل آخرء يتمئثل فى تعيين عددين © و يحققان 0 + ح به. جد هذين العددين نَم 
قا 1 67 





استنتج عبارة ,5.. 
ك0 هلا حظة : عند دراسة متتالية م.,(.:)» من المهم. فى أكثر الحالات» تعرّف الحدود الأولى 
منهاء ومعرفة ما إن كانت هذه الحدود تتيح رؤية علاقة بين برلا و 78. 
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5007 


ليكن © و 0 عددين يُحققان 0 > 0 >0. ولنتامّل المتتاليتين م<,(,) و و<,,(,#) المعرفتين وفق 


كر الك يعو كل عدن طريعى 7: 
دلاوة2_ 4/1 1 و 


ح 7 و - 
1 د 1 71-1 2 الو 


532 


نهدف إلى دراسة المتتاليتين م<,(,2) و <,(,؛) في آن معاً. 
95 نحو الحل 
4 لنتفحص الفزْضّ كي نرى إِنْ كانت ثمة نتائج مباشرة تفيد في الحل. يمكن ملاحظة أنَّ مقام ,.,, 
يساوي بسط ,,,,؛» فنستنتج أنّ: 
20> وللأكط وله كا وى /1كة و1 9 
ونلاحظ أيضاً أنَّ ,: و ,1 موجبان. 
تحلق من المساراة 1 
2. أثبت»ء بالتدريج» صحة الخاصة «0 < ,ه و0 < ,«»: (7)0 ء أيَاً يكن العدد الطبيعي 7. 
4 لتحقيق فهم أفضلء قد يكون مفيداً تعف بضع حدود أولى من المتتالية. ولمّا كان © و05 غير 
معارمين > ناجل مناه الجالة الخامية ] حنى 1 جدن. 
1. احسب حدوداً أولى من كل من وح,(,2) و و<ء,(,) . 
2. وضنّعْ هذه الحدود على محور الأعداد الحقيقية» ماذا تلاحظ ؟ 
ربما علينا إذن إثبات أنّ المتتاليتين ,-,(,) و م-,(,؛) متجاورتان. ولتحقيق ذلك علينا بداية 
دراسة اطراد هاتين المتتاليتين. علينا إذن دراسة إشارة كل من ,نه - بيه و ,ة - د ,1 
4. أنيت ان : 


لررة > ولقاية _ 57 2 و ,م1 يريك 
نه + ره 1 1-1 2 


2 لاحظ أن إشارتي ,نه و ,+ ,نه معلومتان» فإشارتا ,نه - رربره و ,8 - برب تتعلقان 


بإاشارة م إن. بتوة استناداً | أن يعون م ريام أحسب 0000 
ءِ 11 11 فع ِ 1 11 73-1 1-1 





٠ +1 ا‎ 


)هي 


واستنتج أن ,يرنه - ,ا موجب. 
3 استنتج اطراد كل من المتتاليتين وعواي) و الخو اذاء 
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4 “4 وى 


8 يبقى علينا إثبات أنَّ 0 - (, - ,0) «دذا . ولذلك سنسعى إلى تعريف متتالية ,..,(,) تحقق 


عند كل عدد طبيعي 7 المتراجحة ,+ > ,ند - ,؛ > 0» وبحيث يكون 0 - ,4 منذا . يبدو 


م لجر 


إنجاز ذلك صعباً انطلاقاً من العبارة التي أثبتناها سابقاً فلنرسم مخططأً يساعدنا: 


ينك 





آء أانبت إذن ان 2 5 0 كاي احا ب لاك وراد ورا 


7 أثيت: ميتخدما البرهان بالتدريج : أن 2 3< ع > ننه ح إلةء 
0 

3. أثبت أنّ المتتاليتين تتقاربان إلى النهاية 7 ذاتها. 

4. استفد من العلاقة (#) لإثبات أنّ 05 ع 2/ ثمَّ 5وله - /. 


للش علاحظة: إذا حققت ثلاثة أعداد ‏ واه و6 العلاقة ا قلنا إِنَّ ‏ هو المتوسط 
0 
التوافقي للعددين 0 و0» و إذا حفقت العلاقة 6 بماد ع جر قلنأ أن 7 هو المتوسط الهندسي للعددين 
0 5 0-000 214 1 1 
© و6. بهذا يكون ,2 المتوسط التوافقي للعددين ,: و ,4 لان جل - لك ويكون / 
1 71 7-1 


المتوسط الهندسي للعددين » و 5 لأنّ 05/ه - /. 


قُدُما إل الأماء © 
إلى الا 1 
ادرس تقارب كل من المتتاليتين: 


6 و فت 0_5 5 6 عب 10 
1+”"10 


35-1 
(9) المتتالية محر( برلة) معرفة وفق: 3 210 وعند كل ]ا[ > رن 2 ل 2 د كبن - 1 درلا ٠‏ 


0 أثبت» مستعملاً البرهان بالتدريج» أنَّ 5 > .نه > 1 أياْ يكن !ا > 7. 
© ه. أثبت أنّ (1- ,ن)(2 - ,ه) ح إن يكن لا[ ع ,7. 
الحو لاا <,(,:ه) متناقصة. 








اه 





0 








مماة ا د .1 1 1 1 
المتتالية 8 معرفة عند كل [ ح م« وفق اا ل ل ل 
00 4 ا 1 ا 
١‏ ضار 


© استنتج أنَّ العدد 3 راجح على المتتالية وح,(,). 
© أثبت أنّ مى,(,:) متقاربة. 





نتأمّل متتالية ,.,(,») تحقّق الشرط التي: يوجد عدد حقيقي 0 < / يحقق عند كل العلاقة 
2 
[4- مهاج > 4ح يرنه > 0. 
أثبت أنَّ المتتالية ,.,(,) متقاربة إلى /. بافتراض أنّ 1 - م عيّن عدداً طبيعيَاً 7 يحقق 
|4-10-3,4+10-2/ ع ,نه عند كل 27 < 8. 


((689 المتتانية م<,(,») معرفة وفق _ + له ح إلا 


.8 5 1 25 2 5 .4 
© اثبت أن با حخحبييد حت ونا نْمَّ استنتج أنْ )له متقاربة نحو الصفر. 
1 الت 0< 





© المتنتالية 0 معرفة عند كل 1 < + وفق: 
1 


1 1 
تحبصا بون سقيس بن مستحصم ين نز دن 
ماد + 1 ول اددع 
. استفد من عبارة ,,ه بصيغتيها الواردتين لاستنتاج عبارة بسيطة للحد ,,ه بدلالة 7. 


(. استنتج نهاية المتتالية ,.,,(,0). 


21 





كت العبارات الصحيحة وما العبارات غير الصحيحة فيما يأتي؟ تحقّق من إجابتك في كل حالة. 


© إذا كانت ,.,(,؛) متتالية متقاربة من عدد حقيقي / وكانت ,.,(,0) متتالية ليس لها نهاية 
حقيقية» عندئذ ليس للمتتالية ,ح,(,0 + ,0) نهاية حقيقية. 

© إذا كانت ,.,(,,) متتالية متقاربة من عدد حقيقي / وكانت ,.,(,) متتالية ليس لها نهاية 
حقيقية» عندئذ ليس للمتتالية ,.,(,0,) نهاية حقيقية. 


© إذا كان / ع رن.٠‏ نه دنا و م+ ح بره مصنئا » كان 0 ح ينه حطنا . 
ل 
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© أثبت أنَّ المتتالية ...,(,)) متزايدة. 
افك يديد اين ار ل م ار كن 
7 


7. ماذا يمكنك أنْ تستنتج بالنسبة إلى المتتالية ب( ,). 
1 


79 ايقن عد كل مد طيمى « روي سرج - .0 


6 أوجد عددين حقيقيين 0 و 5 يحققان عند كل عدد طبيعي 2»7 





© ليكن» في حالة عدد طبيعي 7» ,.ه +ل..٠+‏ به + ,نه - ,5.. عبّز عن ,5 بدلالة 7 واستنتج 


1 





© أثبت أنَّ المتتالية ..,,(,,») متزايدة. 


5 5007 2 1 
2 اكتب رلا - رولا واستنتج ان 5 رلا - ررولا ٠‏ 


© أثبت؛» مستعملا البرهان بالتدريج» أنَّ 4 ,ر»» أيَآً يكن العدد الطبيعي 7 غير المعدوم. 


1 7 1 














اك 2000 .. 1 1 1 





[ ل ,27 


1 


606 5 في حالة عدد طبيعي موجب تماماً 27 ...+2 + 
2 1 , 





ين لقم 2 2 
1ك كر د 1ه 0( 








]ع 214 62 06 
60 اثبت أن 3 ل 1 ؛ أيَاً يكن 1 < (,. 


و 1 
© استنتج تقارب المتتالية حورل يرله) . ما نهايتها؟ 


المتتالية ,<,(,,)) معرفة عند كل عدد - 1 < 0« وفق: 
0 0 7 


5 ايك أ _- 
. - عمد 0 7 
© استنتج تقارب المتتالية ,.,(,). ما نهايتها؟ 


بين أن المتتاليتين نحا ,ها ف 1<( ,,1ة) الاتيتين متجاورتان 
1 1 


2/271 





0 








1 1 
4...ج جل جح ينه و 20/8 
"١ 0 7‏ 


00 


"7 





0 
ل 
27-1 





حت إرلاء 











المتتانية محرا ةا معرفة وفق - 110 وعند كل عدد طبيعي 7 1ن > 1 بررلة ٠‏ 
7 


© أثبت أنّ 0 < ,س» أيا يكن 7. 





ما مه 5 . 5 1 بلا 1 اس 5-00-0080 
© المتتالية ,.,(,4) معرفة عند كل عدد طبيعي 7 وفق 3 - > . أثبت أن المتتالية 


م<,,(,) متتالية هندسية واحسب نهايتها. 
© استنتج أن المتتالية حول ة) متقاربة واحسب نهايتها. 


10 وم 1 4 
(© المتتانية دراك معرفة وفق 2 ح ١1,‏ وعند كل عدد طبيعي 7: 2-000 دما 


7 





© أثبت أنّ 0 < ب أياً يكن 7. 
© المتتالية معرّفة بصيغة من النمط (,/)/ ح ,.,::» عيّن التابع م/ المعّف على ]مه-+ ,10 . 
#. ادرس تغيرات التابع / وارسم خطه البياني ,© ومقارباته» وارسم على الشكل نفسه المستقيم 
2 الذي معادلته :ه - ,هء بعد أن تحسب إحداثيتا نقطة تقاطع 0 مع ,0). 
. بِيّن أنّ ما سبق يفيد في إثبات أن / متزايد على المجال ]مه+,2/] وأنّ نه > (2) على 
هذا المحال. 
© استفد من الرسم لتُنشئ الحدود الأولى من المتتالية المدروسة. أتجدها مطردة؟ ما جهة 
اطرادها؟ أهي محدودة ؟ - برهن صحة توقعاتلك عن طريق الاستفادة من ©5. لتبرهن 
بالتدريج أنّ : ,:ه > ,.,.ه > 0/2 مهما كان العدد 7. 
© استنتج أنَّ المتتالية م.,,(,,؛) متقاربة واحسب نهايتها. 


ا + الى 1 
المتتالية محرو( برلة) معرفة وفق 9 ح مه وعند كل عدد طبيعي ل مك 1- 7ت دولا ٠:‏ 


0 احسب )ا و ولا و ولا و 4لا و ولا. 
© نرمز بالرمز / إلى التابع المعرف على 2 وفق 20 + 2م - - (2). 
». ادرس تغيرات / ونظّمْ جدولاً بها. 
. أثبت أَنّه إذا انتمى :ه إلى المجال [10,3]» انتمى ()/ إلى المجال [0,3]. 
© استنتج من السؤال السابق أنَّ: 
0. العدد 3 عنصرٌ راجح على المتتالية م,(,:). 
5. المتتالية ,.,(,,:») متزايدة. 
© استنتج أنّ المتتالية ,.,(,) متقاربة واحسب نهايتها مع ملاحظة أنَّ (,)/ - 1درنا. 
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ا(لي6) المتتالية م<,,(,:”) معرفة وفق > مه و ب8ه3 + 4/, ح- ,ره عند كل عدد طبيعي 7. نجد 
في الشكل أدناهء الخط البياني © للتابع م المعرف على المجال |مه+,4-] وفق 


2 + 4/. - ()م . والمستقيم 4 الذي المعادلة ‏ - ,ن. 





الاسم 


© ما إحداثيتا نقطة تقاطع الخط © والمستقيم 0؟ 


© نفترض في هذا السؤال أَنَّ 6 ح .:١‏ 
6. أثبت أن المتتالية مح( ,8”) محدذودة من الادتن: 
. ادرس اطراد المتتالية مح,,( ,:) . 
. استنتج أنَّ المتتالية ,.,(,) متقاربة وأوجد نهايتها. 


© 0. أثبت أنّ هذه النتيجة صحيحة أيا يكن 4 < نا . 


لي سيجيدة يس عدا 4 > ره > 5ُ-؟ 





© وغامر تم جداء ضرب 





اشتقاف تا حك من النمط 1 0 11] 


2 هادات مهمة تتعلق بالتامع اللوغامرتمي 








8 نباية القرن السادس عشر وبداية القرن اللاحقء» كان عام 
الفلك يتطور بسرعةء. وكانت متطلباته الحسابية تتناى مع 
املاس ف انال النيي أدت إلى حسابات صعبة طوياة 


جون نابيير 1550-1617 





ومُرهقة. 

وفى الوقت ذاته كانت حسابات أصحاب البنوك تزداد صعوبة وتعقيداً 
وخصوصاً عند حساب الفوائد في إطار اقتصاد يتوسع ويزدهر مع الاكتشافات 
الجديدة. وعليه ٠‏ م يكن مُفاجنا أن يبحث الرياضياتيون عن طرائق لتبسيط 
الحسابات. 


الفكرة كانت بسيطة: ستبدال عمليات جمع بعمليات ضربء ولكنّ تحفيق 
ذيك 0 0 ريز 5 إِنَْه التي ين جون نابير تعامةل صطمل الذي 
ضرب | الأعدا ادء وذلك عن 7 تقد م جدول عددي يُفيد في إجراء هذا التحويل: 
استفاد نابير من فكرة كانت ناكد ىْ عصره تعيد بوجود تقابل بان امعد لايق 
في عصر نابيير لم تكن مفاهيم التوابع والنبايات والاشتقاق معروفة» فهو إذن 
م يعرّف التابع اللوغارقي الذي أصبح فها بعد ذا أهمية علمية وعملية كيرتين. ولكن 








لتابع اللوغا يسمي 


05 1ظ 





رياط 1 تحويل جداء إلى مجموع 
© مقدمة تاريخية 

في أواخر القرن السادس عشرء طرح التطور الملفت للتجارة» والملاحة» وعلم الفلك» مسائل في 
الحساب العددي شغلت جانباً مهما من اهتمام الرياضياتيين» فبحثوا عن طرائق لتسهيل حساب جداء 
ضرب أعداد كبيرة. من المعلوم أنَّ عملية الجمع أسهل من عملية الضرب». 
فكيف لهم أن ينطلقوا من جمع ليحصلوا على جداء ضرب؟ الك الالال 
وهكذا تظمك حداول لتحويل جداءات إلى مجاميع» فلو أردنا حساب 086 
آلت العملية إلى حساب مجموع عددين '/م و6. هذه الأعداد تسمى 
لوغاريتمات. 

في الشكل المجاور نجد جزءاً مُستخلصاً من تلك الجداول» اخترنا 
للتبسيط 2 - 0 و3 - 6. لحساب جداء الضرب نبحث في الجدول عن 
العدد الذي لوغاريتمه '5 + '/0. 








ولكن كيف نصنع هذه الجداول» أي كيف نحسب ”” انطلاقاً من العدد م؟ 06206 
0227 
© التعبير عما سبق بلغة التوابع 0,615 


المسألة المطروحة ثناقش كما يأتي: أيوجد تابع / معرف واشتقاقي على المجال ]مه+,10 يحقق 
(9)/ + (ه)/ - (. م)/ أي يكن نه ون من ]هه+ ,0[؟ 
00 نفترض وجود تابع يحقق تلك الصفات. 
. ما المساواة التي نحصل عليها في حالة 1 -؛ ح /ه؟ استنتج أَنَّ 0 - (0)/ . 
(. نفترض أنَّ © - ؛ مقدار ثابث» ونعرف التابع 9 على ]ده+ ,10 وفق (نمم)ث/ > (2)و. لما 
كان ()/ + (0)/ ح (بده)/ - (#)وء أمكننا حساب (60")5 بطريقتين. استنتج أن 
()”/ ح (بهم)”ره . وذلك أياً يكن 0 < . 


/ 
ا اك لك 00 كا 
/42 


0 
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الخلاصة : إذا وُجد تابع معرف واشتقاقي على ]00+ ,10 يحقّق (0)/ + ()/ - /)٠0(‏ أي يكن : 
٠.‏ ماع" 5 5 5 00 1 
وا من ]00+ ,0[» عندئذ يكون 0 - ()7/ ويكون تابعه المشتق لكا 
© وبالعكسء إذا كان / تابعاً معرفاً واشتقاقياً على |مه- ,10 » وكان 2 ح ()”م و0 - (0/ . فهل 
46 
يحقّق هذا التابع الخاصّة (0)/ + ()/ - /)٠0(‏ أيأ يكن 0 < نه و0 < ن؟ 
0. ليكن 6 عدداً موجباً كيفياً. أثبت أنّ التابع ()/ - ()/ ب:* : 7 اشتقاقي على المجال 
إمه+ ,10 وأنّ 0 - ()5 أي يكن . 
5. استنتج أنَّ التابع 7 ثابت» وبيّن أنّ قيمته الثابتة تساوي (5)/ » باختيار مناسب للعدد :. ماذا 
5 تنتح؟ 
الخلاضية + إذا جد ذابع. ث, اقتقاقي .على ]410.6 يعدم عند الوائحد» ومشتقم “حابن .حييك + 
: 5 
ثابت» فإنّ هذا التابع يحول جداء ضرب أعداد إلى مجموع أعداد. 


وهكذا نكون قد أثبتنا النتيجة الآتية : 


ووه " 
6 4 


ليكن / تابعاً معرّفاً واشتقاقياً على المجال ]0+ ,0[ - .14. إنّ الشرط اللازم والكافي لكي يحقق 
)7 + ()/ ح (ريه)/ أيا يكن ه و من +21 
هو أن يكون 0 - (1)/ وأن يوجد عدد حقيقيٌ 7 يحقق 


0 5 ئ*د 

* - ()/ أيا يكن :ه من 1. 
يوجد على الأكثر تابعٌ واحدٌ 0 معرّف واشتقاقي على المجال 1. ويحقّق الشرطين: 
6 1 - (9'0. 
رك وأيا يكن :ه و » من 1ء فلدينا (ن)و + (نه)و ح (ن:م)و . 


ع 55 * 000 
وعندئذ يعطى مشتق 9 على بكلا بالصيغة - - (9)2. 





فى الحتينت رواحت نر كاد لطي ررك متنا ان ريما المدرن ب نفسه على 
1 ومن ثَمّ كان مشتق ,و - ,و معدوماً على المجال 1» فالفرق ثابتٌ على هذا المجال ويساوي 
الصفر عند الواحد. هو إذنء» أي الفرق ,و - ,وء معدوم على 2١1‏ أي رو -ح ,و. 
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التابع اللوغاريتمي النيبري 
1 اللعريف 
7 مبرهنة وتعريم 1 
يوجد تابعٌ واحذ معرّف واشتقاقي على المجال :1» ينعدم عند 1 - * ومشتقه على ١12‏ هو 
التابع + ج: . يسمّى هذا التابع تابع اللوغاريتم النيبري أو الطبيعي ونرمز إليه بالرمز «آ. 
17 1 7 


وبوجه عام يكتفى بتسميته التابع اللوغاريتمي إذا لم يكن هناك أي التباس. 





د 


ضح علاحظة: قديماً كانت قيم هذا التابع مُجَدْوَلَة في جداول تسمى الجداول اللوغاريتمية» أمّا في 
يومنا هذا فنجده مُبرمجاً في آلاتنا الحاسبة وحواسيبناء ونحصل على قيمه بلمسة زر 15[ » مثلاً 
8 بح 13 ,0.693 بح 2 مآ 


ا ساح مباشرة 


0 مجموعة تعريف التابع 1 هي المجال ]مه+ ,0[ - 1 و 0 - (12)1. 
"التابع دا اشتقاقي على *1 و ل - ()/ما. 
: 5 
" التابع 1[ مستمر على 1 لأنّه اشتقاقي على هذا المجال. 
© التابع 1 مارابف الغاها عا + . في الحقيقة. مح ذا 0 < :هء» ومن نَم 0 < (2)نصا. 
: 5 


ينتج من ذلك الجدول الآتي الذي يعبر عن النتائج السابقة: 


مد 1 0 


]| 
اح 6د أاعط 
© من التزايد التام للتابع 2 ومن 0 - (12)1» نستنتج الخلاصة الاتية: 
11> وك 0 د :نا 
]0,1] > د جه 0 > نومآ 
أمه+ ,1 > به جه 0 < دما 





ب هذا أوّل لقاء لنا مع الرمز +> وهو رمز التكافؤ بين خاصتين : أي إن صحة أيّ منهما 
تقتضي صحة الأخرى. فمثلاً ينعدم ()ح1 إذا كان 1 - 5 وفقط إذا كان 1 ح :. 
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في حالة 2 < ء المتراجحة 0 < (2 - م)ح![ تكافئ 1 < 2 - دء أي 3 < #ء أو ]مه + ,3[© :. 


أما المتراجحة 0 > (2 - )ما تكافئ 1 > 2 - + > 0» أي 3 > # > 2» أو ]2,3[ . 


8 وعموماء» أبا يكة. العددان الموحيات تماما :هو :2 يكن * 
زطاضات رزةاجرا هه زات م 
(6)طا > (ه)ما جه 6 > 
(0)طا < زم)ما ج> 6< 


"١ ووه‎ 
4 6 


لمقارنة عددين موجبين تمامآء يمكننا المقارنة بين لوغاريتميهما. فاللوغاريتم يحافظ على المساواة 
ويحافظ على الترتيب. 


لأنّ الأعداد الموجبة تماماً فقط لوغاريتماتها معرّفة. 


"ا الكتابة (1 --1[2)2 ليس لها معنىّ إلا في حالة 0 < 1- 2بهء أي 1- > * أو1 < . 














" والكتابة | : ا ليس لها معنئ إل في حالة 0 < 


56 ءَِ 
4 اف 10,1 © نوه 
7 -» أي 0,11 


ل 


"" والكتابة 2 + شه | ما ليس لها معنى إلا في حالة د و2 + ته » أي (154-2,0 > 2. 





و كيف نتخيّل النتائج المباشرة: ونتذكرها ؟ 
يبِيّن الشكل أدناه الخط البياني © للتابع اللوغاريتمي» ويوضّح مجمل هذه الخواص: 











مثلآ 0 > :دما عندما ]0,1[ © :هء و0 < م[ عندما ]مه + ,1[ © . 
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يل كيف نحل معادلةً )12/0 - (2)و دا أو متراجحة ()0 10 > (6)و د[ ؟ 


هنا و و7 تابعان للمتحوّل . استناداً إلى خواص التابع اللوغاريتمي 
"" المعادلة ()5 ما - (2)و م[ تكافئ الشروط 
0 < (تمام و 0< (ت)و و (مهم” - (نتار 
"" والمتراجحة (7)5 1 > (129)2 تكافئ الشروط 
0 < (تتاط و 0< (تاو و (نتمام > (نتار 
الطريقة : لحل المعادلة ()5 حا - ()و م1 أو المتراجحة ()/ ما > (2)و ما. 
1. نبدأ بتعيين ,0 مجموعة قيم ‏ التي تحقق 0 < (0)2. 
2. ثُمّ نعيّن بالمثل ,2 مجموعة قيم ‏ التي تحقق 0 < (:7)2. 
3. فتكون مجموعة تعريف المعادلة أو المتراجحة هي ,8 8.0 - 2. أي مجموعة الأعداد 
الحقيقية ‏ التي تحقّق في آن معاً 0 < (8)8 و0 < ()و. 
4. نحل في مجموعة الأعداد الحقيقية المعادلة ()7 - (0)5 أو المتراجحة (:ه)7 > (2)و» ولا 
نحتفظ من هذه الحلول إلا بتلك التي تنتمي إلى المجموعة 7 . 


2 
- 5 9 
ن‎ ٠ 


عل لماذا تعطي الطريقة الآتية النتائج نفسهاء وهيء من تَمّ» أبسط عند التطبيق: 

1. نبدأ بتعيين ,2 مجموعة قيم 2 التي تحقق 0 < (0)5. (التابع الصغير في المتراجحة.) 

2 نحل في مجموعة الأعداد الحقيقية المعادلة ()8 - (5)و أو المتراجحة ()</ > (م)وء ولا 
نحتفظ من هذه الحلول إلا بتلك التي تنتمي إلى المجموعة ,77. فنحصل على مجموعة 
الحلول المطلوبة. 


حل معادلات ومتراجحات لوغاريتمية 


0 حل المعادلة (4 - 85)ما ع (4 - :هة)ما. 
© حل المتراجحة (32-)ح1 > (4 - 62)ما. 





الحلا 

00 هنا لدينا حالة مساواة» نختار إذن 4 -35 - (9)5 وهو موجب على المجموعة ]4,700[ - ,2 . 
المعادلة 4 12 - 4 -:3 ثكافئ 0 - (3- 6)ث ولها حلان ,2 © 0 ح ,به و, » 3 ح ينه إذن 
لهذه المساواة حل وحيد هو 3 ح يند. 
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© هذه متراجحة» لذلك نأخذ 4 - 2 - ()و وهو موجب على المجموعة 

]00+ ,2[لا]2-,هه -] ح را . 
ما المتراجحة م3 > 4 2 فتكافئن 0 > (1-)(4 + #) أي [4,1 -] ع #ء فمجموعة الحلول 
المطلوبة هي نقاط المجال [4,1 -] التي تنتمي إلى ,5 أي ]2-,4 -]» وهذه هي مجموعة حلول 
المتراححة المعطاة: 


0 في الحالات الآتية عيّن قيم ‏ التي تجعل المقدار المعطى معرفاً: 





0 )ما © (ه - 1) مآ © (3- باصا[ 
1 1 5 

60 ( + 12)1- © د © (ييك ل تممص[ 
1 1 

© (2 ل صق - تتت)س[ا © 11- #|صا- |1 + هاما © دإ 





© 7 هو التابع المعرف على المجال .*1 - 7 وفق :م1 + 2 - ()/ . بيّن أن م اشتقاقي على 
7» واحسب ()// » واكتب معادلة للمماس للخط البياني للتابع / في النقطة التي فاصلتها 1. 


5 : 5 5 1 
© / هو التابع المعرف على المجال *1 - 7 وفق لمرو كار 


© أثبت أنّ م اشتقاقي على 7 واحسب تابعه المشتق (8)"/ . 
© نظم جدولاً يبيّن جهة اطراد / . 
© استنتج من الجدول السابق أنَّ 1 < ()/ أياً يكن 1 © 2. 


© حل المعادلات الآتية: 


© (22-1)صا ع (2)س[ا © (4 - 6جمام][ ع رعوةحاص[ا 
© 2 ح- (2 - بت)مآ 60 


© حل المتراجحات الآتية: 
© (22-1)س1 > (2 - تممص[ © (1- 2بم/ص[ < (2ا)س[ 


© ا 





+1« © (22 - 22)صا > دص[ 
3 


69 








© لوغاريتم جداء ضرب 
55527 


© مبرهنة 2 


أياّ يكن 0 < » و 0 < 6 يعن 





6مآا + همصآا ع (5 ٠‏ ماص[ 
نثيت 6 ونعرف التابع 7 على :2 وفق 
صا - وما - (صم)صا ع (2)/ )* 


الالختتور يت ور 
46 20 


١‏ تابع معدوم على 2 إذن 01 نايت عليهاء ولأن 0 - 1ماآ - وصا ح هما ع (1)/ استنتجنا أن 
0 - (5)ر على +12. وبناءًَ على (*) هذا يكافئن 0 - 2م[ - 120 - (12)0ء وتنتج الخاصة 
المطلوبة باختيار 8 - ©. 
© لوغاريتم كسر ولوغاريتم مقلوب 

أي يكن 0 < » و0 < 6 يكن 


10 - 120[ ج 3 
0 





ما و لما - | | 
الإثباءته: لما كان 8 دم كان مساح كما - ما ومنه سا - مصا ح سيا وفي الحالة 
الخاصة 1 -ح 0 يكون فسا- ح قصا- اما - خول. 
69 لوغاريتم جداء صرب عدهة أعداد 
أيا يكن :0 2 .و 0< ين بو :0< .6 يكزة 


0 ط[ ل ٠٠١‏ + وه حا + ره مآ ح- ( _ه ٠٠٠٠١‏ وه ٠‏ به) ص[ 


الإثباءه: هذه تبرهن بالتدريج على العدد 7. 


© 





© لوغاريتم قوة بأس طبيعي 
أياً يكن 0 < 4 و*2 © «» يكن 


0 مام ح تن نا 


الإثباءته: يكفي أن نضع ٠», - ٠‏ - ... - ره ح ,ه في الخاصة السابقة. 
© لوغاريتم الجذر التربيعي لعدد 
أياً يكن 0 < ٠‏ يكن 
مصاع - لديا 


الإثباهتم: في الحقيقة لدينا 2107 - 1252 في حالة 0  <‏ يكفي أن نضع 4/. - 5. 


و لماذا لا تصح المساواة :2122 ع (2)2:2[ على 128؟ 
لأنّ الخاصة الأساسية صحيحة فقط على مجموعة الأعداد الموجبة تماماً. فلحساب (12)2: نضع 





|:| >< || ح م »ا نج ح كبوء فيكون: 
ه21 > |#إصا+ |#|صا > (ه| ١٠2|)ما‏ ح رته)ما 
فى حالة 0< وه يكون: د ندا فيكون. دم[ 2 ك2 ركدس : 
" في حالة 0 > نهء يكون - ح |2د|ء فيكون (:-)س21 ع (12)5. 


لنتأمل التابعين (1- 22)صآ جم ب : ثم و(1- )صا + (1 + ند)صا جرج : و ولنلاحظ ما يأتي. إنْ 

مجموعة تعريف / هي 1١]-1,1[‏ - ,2. ومجموعة تعريف كل من (12)8-1 جام 

و(2)2-1[ جاب هي ]همد اح 2 ,لل و |ممبه,!| ع ورللع إذن مجموعة تعريف 0 هي 

تقاطع هاتين المجموعتين أي ]هه+,1[ - ,02 ,2 - ,2. نستنتج أنّ التابعين / و0 غير 

متساويين لاختلاف مجموعتي تعريفهما. ولكن مهما كانت 2 من ]00+ ,1[ - ,2,012 كان 
د ردال: 


(:9)2 
حل معادلات ومتراجحات 


© جد ,ى مجموعة حلول المعادلة (7) الاتية مسا - (ه - 6)سسا - 3 -1[01/22. 





© جد ,ى مجموعة حلول المتراجحة (7) الاتية (: - 212)6 < (ة3 - 82)م[. 
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© مجموعة تعريف المعادلة (8) هي مجموعة قيم :ه التي تحّق في آن معاً المترباجحات 0 < 3 - :2 
و0<-6و 0< فهي إذن ]3,6[ - 2. وعلى المجموعة 7» تكتب المعادلة (7) بالشكل 





مسا - ( - 12)6 ع (3 - 5086 


أو م - ( - 212)6 - [(22-3 )ما 
وهذا يكافئ 4( - 6)مآا ع دما + (3 - :2) ما 
وحور “(ج 6)هة د روة ‏ ك2 ) ذا 


نحل في 1 المعادلة 2( - 6) - 3# - 22 التي تعطي بعد الإصلاح 0 - 9-36 + 2 أو 
0 - (3 -)(12- #). ولهذه المعادلة حلآن 2 # 129- - ب و2 » 8 - يبد. فمجموعة حلول 
المعادلة (77) هي +131 ح وى. 

© مجموعة تعريف المتراجحة (1) هي مجموعة قيم ‏ التي تحقق في آنٍ معاً المتراجحات 0 < نه - 6 
و0 < 3# - 2 فهي إذن ]0,0]013,6ه-[ ح '2 . وعلى المجموعة “2» تُكتب المتراجحة (7) بالشكل 

“نقح اهنا 2 و5 كح ”زد يوا 

نحل في 18 المتراجحة 2( - 6) < (35 - 2) فنجدها بعد الإصلاح تكافئْ 4 < . فمجموعة حلول 
المتراجحة (7) هي ما ينتمي من حلول المتراجحة 4 < * إلى المجموعة “2 . أي إِنَّ ]4,6] - ,رى. 


9 لاحظ أنّ المتراجحة ( - 212)6 < (3 - 2)ن[ تكون محققة إذا وفقط إذا تحقّق الشرطان 
6 و “زوب 6) 2 وقح 2م )*) 
لأّه في هذه الحالة يكون الشرط 0 < 3:5 - 2 محققاً بطبيعة الحال ولا داعي للتوثق منه. والشرطان 


٠ 


في (*) يُكافئان 6 >« و4 < # أي ]4,6] - رى. 


«+ 


0 بسبّط كتابة الأعداد الآتية: 
رك 057005 ى 0 © 552 
3 16 2 
© اكتب كلا من الأعداد الآتية بدلالة 122[ و 105[: 


69ح 1250 عن © م - ٠‏ © 12250[ حدم 





ا 





© أثبت أنّ 0 - (3/ - 2)س1آ + (3/ه + 2)مآ 


© في كل من الحالتين الآتيتين» قارن بين العددين ‏ و + دون استعمال آلة حاسبة. 
0 3 - 122 ح رن ره كت ن 
© 2ك بعد وتنتر[ لك كن 


© فيما يأتي بمنّط كتابة كل من + و 5: 
1 7 
سن[ ل نس[ --2 12[ - 56م[ ع م 
21 8 

© 27م[ - 15م[ - 75/دص[ + 216/دم[ ح- م 


© أتبت صحة كلٍ من المساواتين الآتيتين مهما يكن 0 < . 
0 1+41 طح مس - زم نما 
17 
كت جل +1 |صلط مهاه - (م ل )جا 
1 


© في كلٍ من الحالتين الآتيتين» جد مجموعة قيم * التي تُحوّق المساواة. 





0 (1 - #)صا + وما ع (ن - تجه)ما 
رحد 
© 2 + #)صا - (1 - )و1 - 1 
2+ مما - (1- مام - لمحت | 
© في كل حالة مما يأتي» جد مجموعة قيم العدد الطبيعي 7 التي تحقق المتراجحة المعطاة: 
5 3 1 0 3 
 25>100 ©‏ © 1023> |2 © |602<2 © «2< إشم+[1 
3 5 100 











مساعدة : يمكن استعمال الآلة الحاسبة عند الضرورة. 
© حل كل متراجحة أو معادلة فيما يأتي: 


0 (2)س1 + (4 + ه)م]ا ع بد م1[ 2 (8# + 25)م]ا ع 2 م[ 2 


© 
© (2-2)ص1ا + (3 + 0 ح (11 + )م1 © (2 + #)(3 + #)صا ح (11 + بهاما 
8 زتس موز + 6ج واو د فوا فول 49 [عدهامها- قوب قأولات (10)22 
© (2-1)صا ا (#© - 5)ص!] > 3 صآ © 2 ل بصا > (« - 2:و3)ص[ا 
© (2 -ج - تبوق)م!ا > (4 + ندم)ما1 © (2 - 36)صا < سا3 
في كل حالة آتية» ارسم في معلم متجانس [0:1,7) مجموعة النقاط (11):,1 المحققة للشرط 
المشار إليه. 


© (1-+2)م] ح بدصا © 2م21 ح نمآ © 0 ح نص[ ل 2 م[ 
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© دراسة التابع اللوغاريتمي ا 
3. نهادة التابع اللو رسّمي عند اللائهاءة وعند الصمر 


7© مبرهنة 2 


© ممل ح توحنز][ 11[ 
م لدج بر 





© مم2 ح بن[ 1110 


© هدفنا هو إثبات أنّه مهما كَبْر العدد الموجب 14 » فيوجد عدد /, يجعل /1 < م[ بمجرد انتماء 





رسع الحو 2 الا تان جد طلسي مرح لدي )بحرن < «, ولمًا كان ا 
استنتجنا أن 34 < ”1227 - 122 . فإذا عرّفنا 27 - 4 استنتجنا من تزايد التابع اللوغاريتمي أنْ 

م < 2 يقتضي 1/4 < ”1227 < 2 0[ 
وهذا يبرهن © استناداً إلى التعريف. 
© نعتمد فكرة ذكية تنص على نقل النهاية عند الصفر إلى نهاية عند 00+ وذلك بإجراء تغيير 
للمتحوّل فنضع ِ- زندانة ح ريوع : إدذن ِ- :» فيكون 60ل - ا و (ند) صا- ح نهو[ . 
ولكن استناداً إلى © لدينا مه+ ح نمآ معنا » إذن 


مح لج نه 


مه- ع زمه +)- ح عنصا دنا - ح بد ما دنا 


لدج نة )جع 
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3 العادلة 777 - :1112 ( 77 حميقى ) , العدد النيبرى © 


رأينا أنَّ التابع 15 متزايد تماماً واشتقاقي على + 12» وأثبتنا إضافة إلى ذلك أنَّ 


م+ - 2ن[ جنا و 20- -ح 2 2[ 122[ . 
م لج ربو 0 ج22 


تتيح هذه المعلومات تطوير جدول تغيرات 12 الذي رأيناه سابقاً ليصبح كما يأتي: 


1 8[ه 
| لكر 





اج جح را 
فود شر عذ بر )1 تر عدر صم 2013آ) 


واستناداً إلى المبرهنتين 7 و 8 من الوحدة الثانية» نستنتج أن صورة 1 وفق التابع م[ بجا هي 
©] كاملة. وأَنّه أي كان أي كان العدد 7 من ]م0 رمه -[ء كان للمعادلة م7 - جما حل» وحل وحيد» 


في | 00+ ,0[ . 
١‏ إذن يُعرّف التابع اللوغاريتمي تقابلاً من ]-ه+,0[ إلى ]00+ ,مه -[. 


© اصطلاج وترفيز 
في حالة عدد حقيقي 7 نرمز إلى الحل الحقيقي الوحيد للمعادلة +7 ع دم[ بالرمز ”عء. هذا 
يعني أنّ «7 - (”1:)6 أياً يكن العدد الحقيقي «7. تُعرّف الحالة الخاصة الموافقة للعدد 1 - 7 
العدد النيبري © الذي نرمز إليه تبسيطاً >. وهو إذن الحل الحقيقي الوحيد للمعادلة 1 - م[ . 
يمكن حساب العدد © إلى أية دقة نريد وهو يساوي تقريباً 2.7182818284590 . 
ونظراً إلى أنّ 1 هو الحل الوحيد للمعادلة 0 - * ج[ استنتجنا أيضاً أن 1 - 0ع. 


2 ع 
0 0-0 


هل يؤدي الترميز السابق إلى التباس؟ في الحقيقة» عندما يكون :7 عدداً طبيعياً موجباً تماماء فإنّ 
الرمز ”6 يشير من جهة أولى إلى الحل الوحيد * للمعادلة +7 - :دساء ويمكن» من جهة 
ثانية» ان متعير. الى العدد م»><... عام عام - *دين, 


612 


ولكن لا ضير في ذلك لأنّ **م ح * (لماذا؟) 
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ر_- كيف نستعمل المساواة 77 - (””112)6 في حل المعادلات والمتراجحات؟ 


لنبحث عن الأعداد الحقيقية : من المجال ]0,1ه-[ التي تحقق المعادلة 2- - (:2 - 12)1. 
في الحقيقة» أن يكون 5 حلا للمعادلة المعطاة يُكافئ أن يكون 2 -1 - » حلا للمعادلة 
وج حت 111[ ولهذه المعادلة الأخيرة 55 وحيد هو 2م دنر إذن 2م د س9 1 ومنه 


0 1-7 
2 


لنبحث عن الأعداد الحقيقية > من المجال ]هه+ ,0[ التي تحقق المتراجحة 
اك ر نات نمو ديا 
بإجراء تغيير للمتحوّل م1[ - 2 تصبح المتراجحة 0 > [2[)2-3 + 2) وحلولها كما نعلم هي قيم 2 
التي تحقّق 3 > 2 > 2-. وبالعودة إلى : تكافئ هذه المتراجحة ما يأتي 
(69)ما - 3 > وما > 9- ع (2-ج)ما 


ولأنٌّ التابع 33[ -متزايذ تماماء نستنتج أنّ 5م > > 2-م. فمجموعة حلول المتراجحة هي [5م,2م]. 


٠. يل‎ 


كه ما هي النقاط والمماسات الملفتة من الخط البياني للتابع [؟ 


" في الشكل المرسوم أعلاهء © هو الخط البياني للتابع 2اء 4 و7 النقطتان من هذا الخط 
اللتان فاصلتاهما بالترتيب 1 وء. ولأنٌ 0 - (1)صآ و 1 ح (ع)صاء فإِنّ (4)0,0 و (2),1. 
" محور التراتيب مقارب للخط ©. 


الا .مين العماس. للخط البواني 6 فى نقطلة منه قاصلتها 2 يسازي. ده زوين لها وهو يفي 
0 


ا 6 حك را دن أو وت ريا 6 >1 معاذلة لهذا المماسن. فيقلا 
0 10 


0 1 -2 -ح رن هي معادلة للمماس في 
النقطة (4)1,0. للخط البياني ©. 
هودن هي معادلة للمماس في 
النقطة (8),1 للخط البياني 26 


وهذا المماس يمر بمبدأ الإحداثيات. 








دراسة تابع لحل متراجحة 


ابكار د/د2 > دما أياً يكن 0 < :1 . 





9 لعل إحدى أهم الطرائق لإثبات أنّ /20 > سا أياً يكن 0 < :دء هي دراسة اطراد التابع / 
المعرف على المجال ]مه+ ,10 - 7 وفق مآ - 20/4 ح ()/ . 


الحل 
التابع / اشتقاقي على 7» ويعطى تابعه المشتق على 1 بالعلاقة 





الهم _1حهله_ 1 1 وى 
1ل صلمس 220 20 000 


ينعدم هذا المشتق عنن. ]| جد واشارته تمائل إشارة 1 - ج» وهذا ما يفيدنا في وضع جدول الاطراد 








بالاستعانة بجدول الاطراد نستنتج أنّ 0 < 2 < ()/ أياً يكن 0 < :د أي إِنَّ 0 < :صا - :ه/.2» أو 

وأد2 > وما . 

© انطلاقاً من الخط البياني للتابع م[ ج:#ء ارسم الخط البياني لكل من التوابع الآتية : 
(#ح )صا جايوء و2 0[- جاتج و (:-) 13 - جا تقء و توم[ ل 1 جابن. 

© أثبت أنّ (1 - 2/5 > :دساء أياً يكن 0 < . واستنتج أنّ 4 > + > 2 باختيار قيم مناسبة للعدد 
٠.‏ 


© في كلٍ من الحالتين الاتيتين» قارن بين العددين 2 و 1 دون استعمال آلة حاسبة. 
1 1 
0 عله أصا د ن,2 - ثم[ د ع © لس ادن ده 
6 6 


© حل كل متراجحة أو معادلة مما يأتي : 
© 2- - ربت - )ما © 2 - (1- ت)ص] - (2 ح تممص[ 
© 16ح 7(بوص) © 0 - (2 -+ ث2 ص1[) ]1 - هم صا) 


© 1<( -2)م1 © م 
1 
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مشتق التابع المركب ناه دا 


7 مبرهنة 3 


إذا كان » تابعاً اشتقاقياً على المجال 7 وموجباً تمامآ على ؟ء كان التابع [(نه)ن )سا جا م 


ٍِ / 
اشتقاقياً على 7 وكان 1 + هو تابعه المشتق على 1 


6 
هذه نتيجة مباشرة من مبرهنة اشتقاق التابع المركب التي درسناها في الوحدة الثالثة» التابع » هما - م/ 
اشتقاقي على 1ء وأياً يكن من 7 يكن : 














واذا كان » تابعاً اشتقاقياً على المجال 7 وسالباً تماماآً على 7» كان «- اشتقاقياً وموجباً 


تماماً على 7» ومن َم كان التابع (():»ه- )ما - ()م/ اشتقاقياً على 7 وكان: 








هبرهنة 4 





نه 1 1اظ1 ىن © م #طاط 11 © 0 > نه صان ) مدنا 


جع 7 همهملجوىر )جع 


-1 © 


© في الحقيقة» التابع 1[ اشتقاقي عند 1» فإذا عرّفنا في حالة ‏ من (001040-+,1 -[ نسبة التغير 


0 د _- (12)1 - 0 +1201 0 


فإننا نعرف نظراً إلى اشتقاقيّة التابع اللوغاريتمي «آ عند 1 أنّ 1 2 - ()'صا - ()) مدنا ٠‏ وهذه 


هي النتيجة المطلوبة في ©. 
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© أثبتنا في مثال سابق أنّه في حالة 0 <5 لدينا 20/4 > #ما. ولمًا كان 0 < م[ في حالة 
1 < 5 استنتجنا أنه في حالة 1 < 5 لدينا 


كه يم 2 ا 
وبقسمة طرفي هذه المتراجحة على المقدار الموجب 5 نستنتج أن 
2 2 111 ع2 
ح بي تلت ته 0 ايا يكن 1 < :. 
ووه 2 2 
ولما كان 0 دمن ونا > انقفهنا اسقادا إلى ميرهتة التحاطة |3 وب 005 وينن .وحن 8 
7 يد م0 لج زر 7 مم ل جرع 1 


انر قير المسحرن لك ون كان ترهط اند حاله رن لديا 
! 1 : 











4 111 
لجح ح 2ن 1[ جه 
0 
ولكعن 06+ ع (2انه مننا و اكد ما استناداً إلى مبرهنة نهاية تابع مركب. 
0,20 مملج دن 
خط 11 - - | ننتظط_| 11 ك | نوضانة ‏ دنا ١‏ 
0 ممدج ىن 1 محل ج وه 2-0 
ف 1 1 ا ©1- ليون © 6+ - كك ورزا 
(ه + 2)1[ مجه 1 -- 1م 2 11 1جهم 27 1[ ممدجدو 
استعمال المبرهنة و في حساب النهايات 
احسب كلا من نهايات التوابع الآتية عند 4 : 
0 0 ح- م 000000 
46 
© وهل ع نم 1+4 إسم مهو 
3 
© ممل ع ىن ((2 + تمصا - (1 + 2)سا) عدن : مر 
الكل 
0 التابع 7# معرّف على :2 - 2 . ونعلم أنّ نعلم أنَّ 2-6 نتلل فى كحججحه كد بون رونا 
0,2<0ج برو )جرع 
:2 2[ 2 +1 
مسقت - زمر 


وعندتذ نزى أن اليسظ سغم الى الوائحد لأن. .0 (#صات) يسنا والمقام يسعى إلى الصفر بقيم موجبة: 


إذن معل+ ع (2)/, مننا ٠.‏ 
اجته 
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عر ال ال ا لاحبط فى كانه ني 0 لدي 
! 1 : 


افشاك - 1+1 إسله - داق 


ولعن 20 ردان 11 وق 1[ ع 


مو لجع 


© في حالة 0 < كل من 2+ و 2+1 موجب تماماء إذن للك إبدا - (م)1. ولما كان 
14 


يه + 1)مآ (يه + 1)مآ 
1 4 0 


11 إدن 1 جح 
اج ىه 


-- 





211 مرزا والتابع اللوغاريتمي مستمرٌ عند 2 استنتجنا أنّ 2م1 - (8)2 جنا . 


2 لام ممدجبجعر وى ناح رن 


هذ تدر 


0 جد كلا من النهايات الآتية: 


و 2ط م1 © | هما( - تم) ) سنا هم كلا نذا 
جه وود عجد ير جع 37 111 مملجع 
© فيما يأتي» جد نهاية التابع / عند أطراف مجالات تعريفه. 
1 ل حر 
2 تخت حك رمال لله لحد حك رار 
1 0 


3س 7#اصط-: -ح (تار كه 1+4 ]سمه - مم 
3 











1 :2 0[ :2 
كه ل" كت رن 6ه 6 نر 
1 - - زان فد 00 000 
114 
9ه 1 الكل ما ع (ه)مر 16هس (1- 3 -) 
4 - نر 7 
اه : 5 ح (ه)/مى 2له صا (2-1 صم)صا + م ع (ه)ر 
114 


© ليكن © الخط البياني للتابع / المعرف على المجال ]0ه +,0[ -7 وفق ظ_-1- هم - (#)/ . 
! : 


© في كل مما يأتي» أثبت أنّ التابع / اشتقاقي على المجال 7 ثم احسب / . 





© (2-+2)م1-(2 - جه)م] - (ه)/ ,زمه د,2| 7 © ال جم كارن يوإهود ل كك 
١| + ©‏ 2 - (#5)/ر ,]مه د,0[ - 7 © 20ج + )صا ع (جه)ر 2 در 
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5 ء. شق 
أفكار يجب مُثلها 


"" أساسيات التابع اللوغاريتمي: 
2 ما + غير معرّف إلآ في حالة 0 < 1. 
5 0ت 1]ن1]. 
59 1 <# و0 < م1[ متراجحتان متكافثتان» كذلك 1 > #2 و0 > #دما. 


مم ح و سآ سنا و مهل+ ح ندصا دطنا ٠.‏ 
اج بع 


م لج نر 


5 مز جب : متزايد تماماً على المجال ]مه-+ ,0[. 
"" التابع م[ + يحوّل الجداء إلى مجموع : 27[ + © دا ع (12)08. 
"!ا التابع م[ ١+‏ يحقق الخاصة : 0 م1م ع (”0)م1. 
"ا أيآً يكن العدد الحقيقي «7 فللمعادلة +7 - م[ حل وحيد هو "م ح :1. 


"ا عند طرفي المجال ]0ه ,0[ لدينا 5" مننا و 0 > (نة سا م)منا . 


7 هلجر 


8 


"ا قبل البحث عن لوغاريتم عددء عليك التأكد من أنَّ العدد موجب تماماً. 


|إعقال ]| المقدار ((ه - 1()2--))دنا غير موجود إلا إذا كان ]1,2[ © . 
"" للمقارنة بين عددين موجبين تماماًء فكّر في مقارنة لوغاريتميهما. 


"ا لحل متراجحة مجهولها أس قوة» استعمل اللوغاريتم لإسقاط الأس. 
7 2 


|فقال]) لتعيين الأعداد: الطبيعية ,ج- التى تحتق 10-3 . | - 


0 4 تحل المتراجحة 53 > 





2 
]11 أ 
د 








7,1 





> -0 








0005-00 1 > > >0 إذن 0 > ها فالمتراجحة السابقة تكافيء 


--0 


2 
دا 


006 بح - 





7 


فالأعداد الطبيعية 7 التي تحقق 10-3 > 








هي التي تحقق 18 < (7. 





6 






. لحساب نهاية تابع من النمط مام - "سج جام عند 00ل » نضع "ند خارج قوسين. 


| عثال]) لحساب نهاية التابع 77-2 جسران + بعتد. . مقحاء» تكتب 
انيرك ع - زمر - | بل يرق 1 ]نم - (هار. 
2 


لذيكا 





12 
ولمّا كان مه+ - #2 دن[ استنتجنا أنَّ مل ح رار مننا . 


م لج نر م لج ور 


"" لا تعتقد أنّ لطرفي المساواة 127 + 0م[ - (12)05 مجموعة التعريف ذاتها. لأنّ (12)60 معرف 
لمجرد كون © و 5 من إشارة واحدة» بينما 8ه[ + 0ح[ غير معرف إلآ إذا كان 0 < 4 و0 < 5. 

مجموعة تعريف (4+1 )12+ (1--)12 جا هي |مه+,1[» أمّا مجموعة تعريف 
(1- 5ه)صا جاه فهي .18١]-1,1[‏ 

" لا تباشر بأخذ لوغاريتم عدد قبل التيقن من كونه موجباً تماماً. 











أضطم 
نشاط 1 تتمات عن التابع اللوغاريتمي 12 
فيما يأتي © هو الخط البياني للتابع 1 في معلم متجانس [ 0,7,7). 
9© وضع الخط 0 بالنسبة إلى مماساته 
4 نقطة من الخط © فاصلتها 0 < »» و ,7 هو المماس للخط © في النقطة 4 . 
الع الا 0 +1 - :- - بن معادلةٌ للمماس 7 


«. تحقّق أنَّ المماس 7 للخط 0 في النقطة (2)6,1 يمر بالنقطة 0 مبدأ المعلم [ 0,7,7). 





١ * : 0‏ 1 
© ليكن , التابع المعرف على المجال ,1 وفق ل اي 


+. أثبت أنّ و اشتقاقي على :1 وادرس إشارة ()"0. 
(. استنتج جدولاً باطراد 9 ومن ثمَّ إشارة 9. 


فوه 0ه 4.6 


© استنتج مما سبق أنّ الخط © يقع تحت أي مماس له. 
© تطبيق 


© استنتج من الفقرة السابقة أنّه مهما كان 0 <مو0<: كان كك -لون] > وها )01 


0 





8 سحن إن نميه كان 0 كان ا 000 
0( 
© ه. يبدو الخط © على المجال [10,11] وكأنه قطعة مستقيمة أفقية» لماذا؟ 
. ما فاصلتا النقطتين 7 و7. من الخط © اللتين ترتيباهما على التوالي 10 و 15؟ أمن الممكن 


وضع هاتين النقطتين على الخط ©؟ لماذا؟ 


9 تْقَسّر المعلومات السابقة أنّ التابع 1[ «يسعى ببطء إلى 00+ ». 





0 





نشاط 2 تابع اللوغاريتم العشري :ع1 
© التابع اللوغاريتمي بالنسبة لأساس 0 


تعرينه 
في حالة عدد حقيقي 4 عدداً حقيقياً ينتمي إلى المجموعة ]مه ,1[ لا 0,1[ - (1)١]0ه-+‏ ,0[. 
نعرّف على المجال |0ه-+-,10| - 1 تابعاً وفق العلاقة 3 جا نرمز إلى هذا التابع بالرمز 
110 


عع مضه كان اليا رياس بالاياين ع لكر لد را وول 


0 1 
نه في م.. 7م يعون 7 م[ - 1 م 2)يرع10. 56 تابع اللوغاريتم النيبري 1 هو 
6 11 


التابع اللوغاريتمي الذي أساسه العدد النيبري 6. 


© التابع اللوغاريتمي العشري 
التابع اللوغاريتمى ي العشري» هو التابع اللوغاريتمي بالاساسن 0 فهو التابع المعرف على المجال 


1 5 ع 
51+ ,0[ - 1 وفق 0 - (ت)ورعه! - ()عماء ولقد جرت العادة أن نرمز إليه بالرمز 


108 بدلا من ورع10 وذلك ند قسيطا للكتابة. 
0 احسب (108)1 و (10)ع108» ثم (108)100 و (108)1000 و (108)10000. 


1 
(© نط ديل أنكت أة 21م 
لصع (010م1 تبثت ل >> > 0). 





© باستعمال المساواة :10م ح :دع10» تحقق من أنَّ التابع :108 يتمتع بجميع خواص التابع 11. 
© ارسم في معلم تدس واحد التطين البيانيين للتابعين 108 و 112. 
© بعض استعمالات اللوغاريتم العشري 
في الكيمياء: تقاس درجة حموضة محلول بال 11م الذي يساوي [5,07]ع108- - 11م حيث [07ن11] 
هو تركز شوارد [11:07] في المحلول مُقاسة بواحدة المول بالليتر. 
في علم الزلازل: يشير المقدار ,1 إلى شدة قاعدية مرجعية» وعندها نقول إن درجة زلزال شدته 7 تساوي 
7 إذا كان (108)7/70 - 14. فما درجة الزلزال الذي وقع في لوس أنجلس عام 1971 إذا 
علمك: أن. 50:0131071 ح ر. 
في علم الصوتيات: تعطى الشدة 7 مقاسة بالدسيبل لصوت استطاعته 7 بالصيغة (10108)2/72 
حيث ثُمثل 2 حد الصوت المسموعء الذي لا يُسمع أي صوت استطاعته أدنى منه. 
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نشاط 3 حصرالمقدار (2 + 12)1 
0 متراجحة تضم (2 + 12)1 
© ادرس على *2 التابع ه --1 + 2م[ جب + : /ء واستنتج في حالة 0 < ه صحة المتراجحة 
2-1 > بد صل[ )01 
© ». بالاستفادة من (1) برهن أنّه في حالة 1- < + لدينا + > ( + 12)1. 
5 وكذلك باختيار سك - م أثبت أنه في حالة 1- جع لنينا 10+7 > كد 
نستنتج إذن صحة المتراجحة: 














فى حالة 1- < + لدينا + > 2 +0م1 > لذ 2) 
1 # +1 
© إحاطة المقدار (10)2 
ليكن م عدداً طبيعياً موجباً تماماً. ولنضع , 
7 
© أتبت انطاققا من. 80 أن كذي) ‏ نظ اوري قب 
0 0 0 
ل اك 7 
د 27 01-2 1 دس " 
0. نيت مستنيذا جره )2( أو لح + ينه > قصل ك ينه 
7 
7. استنتج أنّ .,(,) متقاربة من العدد 122. 
. احصر العدد 122[ باختيار 10 ح (,7. 
لبر ات امرك كلى رد را لوكي اراك لبا وك كا رفي كاده ارت زر 


ليكن أيضاً © الخط البياني المُمثّْل للتابع 9. 
© تيقن أنّ ()و معرّف في حالة 0 < . 
© ». أثبت أنّ و مستمرٌ عند الصفر. 
7. ادرس قابلية اشتقاق 9 عند الصفر. وعيّن إن أمكن المماس للخط © عند مبدأ الإحداثيات. 
© ». ما نهاية 60 عند ممد؟ 
7. احسب ()/و في حالة 0 < 2ء ثُمّ ادرس 0. 
. أعط معادلة للمماس 7 للخط © في النقطة التي فاصلتها 1. 





كف 





كب نتردات ومسائل 


63 نتامل تابعاً / معرّفاً على المجال [1,4] - 7 وفق 
د صاء + 6ل نهم ع (نه) زر حيث 0 وم وء أعداد 
حقيقية نهدف إلى تعيينها. نجد في الشكل المجاور 
الخط البياني لهذا التابع. 
© أثبت أنّ م/ اشتقاقي على 7 واحسب تابعه المشتق (8)"/ . 
© استفد من المعلومات المدونة على الشكل لإثبات أنّ: 

04+61 و 0 حم د ن2 و 3-4122 - 02[م د ل 201. 





© جد قيم + و6 وه ثم اكتب عبارة (2)/ . 


© ايكن 0 و5 عددين حقيقيين. في معلم متجانس |0:1,7)» © هو الخط البياني للتابع / 
المعرف على 1 وفق مصاع + 6 + مه - (م)ر . النقطة (4)1,0 هي نقطة من 0»؛ والمماس 


للخط البياني © في 4 يوازي المستقيم الذي معادلته 2 :3 - ن. استفد من هذه المعطيات 


لتعين 0 و6. 
فاصلتها «. 





© جدء بدلالة «7» معادلة للمماس 7 للخط © في النقطة /1. 

© لتكن 7 مسقط /1 على محور التراتيب ولتكن 7 نقطة تقاطع المماس 7 مع هذا المحور. 
أثبت أنَّ ترتيب النقطة 7 يساوي 1 - 7 صاء أياً يكن 0 < 70. 
7. استنتج أنَّ الا 
. استفد مما سبق لإعطاء طريقة عملية وبسيطة لرسم مماس للخط © من نقطة كيفية منه. 
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© كيف نختار العدد الحقيقي 7 ليكون للمعادلة 0 ع (1 +22)م[ + 225 - 5 جذران مختلفان؟ 


1[ ل ,7 


7 





لتكن ,.,(,») متتالية معرفة على *10 وفق 


جد نهاية هذه المتثالية, 





١‏ ح رلا 


62 5 : 41 ل... لهك و1 35 47 ع 5 
+. أثبت أنّ (1 + 5)ما ح ,8. 
ما نهاية .ى,(,5)؟ 
أنيت أن المستقيم الذي معادلته 1 -- -ح ؛: مستقيم مقارب للخط البياني للتابع 


1+4 إساه-ه مم :/ 
3 
: اا 


© نتامل التابع /, المعرف على ]0ه +,0] - 7 وفق: 


0 < جه ,(سصا- 22)1 0 
6س كن 








احسب ااه ل رس #[ اشتقاقى عند الصفر. 
18 07 جتن 1 
0 0 2 02[ م داتس جر جع :ار 
1 
© 02[ 2 جارج :ار > هت 20082 
1 0 
© 2م[ تس جاجع :ار © ص61 ل 8 سد وق كن بدرتع : ر 





ا(( في كل مما يأتي, أثبت أنْ التابع | اشتقاقي على المجال 7 ثم احسب / . 
0 ((2 صا)سصا)صا ح (ه)/, و إممد,عء)| ح [. 





© المت إبما- مارو امه +1[ - [1. 


11 2 





9 





لنتعام امد 
([©© حساب رغاريمي 


نفترض وجود عددين حقيقيين موجبين تماما + و6 يحفقان 





لطخعط_ لخم 
3 


0 مط[ (1) 


و9 نحو الحلّ 

4 يؤكد النص على وجود عددين © و 5 يحققان العلاقة (1) 4 مطلوباً حسابهما). بل حساب 
النمط 2.8[ - 4 ماء ومن ثم نستنتج أن 8 ح 4 .. 
ل أششان (ملحسا - (فصل+ مسل)م 
2. استنتج أن 30/46 - 6+ »ه» ومن ثم 0 ح 765 - 52 + 2م (2). 

4 لاستنتاج قيمة © » يمكننا التفكير بالآتي: 
5 القول إن 0 2 السساراة 60 ح ثم ل يوق - دبو يسمح بحساب 6 بدلالة 0 ثم استنتاج 7 
١‏ تسمية النسبة المجهولة > - :؛ فيكون ح 4 والسعي للحصول على مساواة لا تحوي إلا /. 


أثبت أن 0 -1-+ 78 --2 ثم أكمل (لا تنس أنّ 0 < 8). 


(©© حدجلة.عادلنين 


0 عدد حقيقيٌ موجبٌ ان حل في 1855 جملة المعادلتين: 
)1) “0 ح رربنه 


(©) “مهمه - “يمل + نمم 








9 نحو الحلّ 


8 


8 


إذا كان (7,) حلاً للجملة» كان 0  <‏ و 0 < /,. (لماذا؟). يمكننا التفكير كما في السابق 
بالسعي لاستبعاد اللوغاريتمات من المعادلة (2) وكتابتها بالصيغة 1228 - 124 التي تقتضي 
- 4 . عندها سنكون في مواجهة جملة معادلتين بالمجهولين ‏ و؛ فقط. ولكن ليست هناك 
أية قاعدة تفيد في تبسيط “0 <1) + 12(2) فهذه المحاولة عقيمة. يمكننا أيضاً التفكير بتعويض 
- بن في المعادلة (2)» ولكن النتيجة ليست مشجعة. 

لنفكر إذن بتحويل العلاقة (1) إلى العلاقة اللوغاريتمية 1222 ح ,ره ماء عندها سنحصل على 
جملة معادلتين بالمجهولين 22[ و,؛ م1[. 

افترضل أنَّ (1,:) حل للجملة» ثم تحقّق أنَّ 0 -ح رنوص[ا ل :2 م[ . 

نضع إذن م[ - و م[ - 1ء, ثم نحسب منهما 5 و ,. كما نضع تبسيطاً للكتابة 
ل - وصا. (نذكر أنّ حل المعادلة '7 - 1م[ هو 7م -غ ). 

1. أثبت» وفق تلك الإجراءاتء أنَّ 1 - 24 - 2 وأنّ 0 - 342 + :841 - 472. 


ام 34 ل 5-5 
اك ركان تك ارا انج قم لا الموافقة. 


3 تحقّق أنّ (0آه - بهو هلحه - و) أو (ملمه ح بن و وأ ح ن). 
وبالعكس تحقق أنّ كلآ من (4/ده,ه) - (إ,نة) و (0,0/<ه) - (ن.ه) هو حل للجملة المعطاة. 


ع 
2 أ كوه 0ى | 2 74 هى** ) م ها 
. 5 ( ل « 4.6 قل 


اه 


/ 5 سا 0 7 110 
أيوجد عددان موجبان تماما ومختلفان يحفقان - - 51 


9 نحو الحلّ 


0 


الفكرة المفيدة في البحث عن عددين 4 و 5» تعتمد على تجميع كل ما يتعلّق بالعدد 4 من جهة 


10 0 ا ب 26[ 2-0001 
وكل ما يتعلّق بالعدد 0 من جهة أخرى. نبحث إذن عن + واء بحيث 227 - 2 . هذا يوحي 
1( 


إلينا أن ندرس التابع م المعرّف على المجال *12 بالعلاقة كلذ _- 1 .وتعود. المسالة إلى 
البحث عن عددين مختلفين ه و5 يحققان (0)/ ع (0)/ . 


1. ادرس تغيرات التابع / ونظم جدولاً بها (النهايات عند طرفي مجموعة التعريف وجهة الاطراد). 
2. ارسم الخط البياني للتابع / . 





01 





4 لندرس استناداً إلى جدول التغيرات أو بيانياً عدد حلول المعادلة 7 - (2)/ . وذلك تبعاً لقيم 77. 
1. ناقش عدد حلول المعادلة «7 ع (6)“ر في حالة 1/6 < «بء 1/6 ع وىء 1/6 > «: > 0 
وأخيرا يرا 0 > «م. 
2. استنتج الشرط اللازم والكافي ليكون للمعادلة +7 - ()م/ حلان مختلفان. 
3. استنتج أنه أياً كان +7 من ]10,1/6[ يوجد عددان مختلفان ٠‏ و 6 يحققان 
م ع (6)/ ح (م)[ . 
كر أنجز الحلّ واكتبه بلغة سليمة. 


نات متراجحة 


أثبت أنّ المتراجحة 2(2 صا) > (ه - 12)1 ١‏ ()<[ محققة, أيَّاَ يكن نه من ]10,1. 
98 نحو الحل 


4ه توحي إلينا المتراجحة 2(2 دا) > (ه -12)1 12[ أن ندرس اطراد / المعرّف على ]0,1[ بالعلاقة 
( - 1)صا ١‏ (بهاصا - ()/ . أثبت أنّ إشارة ()”/ تمائل إشارة :دما - (به - 1)م[(:» -1) على 
المجال ]10,1[. 

#8 لندرس إذن التابع 2 صا - ( - 1)م[(ه - 1) - (2)و على ]0,1 
1. احسب (9")5 واستنتج إشارة و على كل من - و]1 6 
2. استنتج دراسة تغيرات التابع /» وأثبت المتراجحة المطلوبة. 











©. 0 حل كلا من المعادلات الآتية: 
0 - - |2 - مامز + 2 + دسا 
2 2 - (4 + نه)ما + |2 - بدا ما 
© #[ه[2 ع |1- هد إصاح |3 + 2# إما 





© في كل حالة آتية» جد الحل المشترك لجملة المعادلتين. 
0ه “رك تبن | 5 يفيت 8 2 - -ح (رن ص1 )(ن ص[ا) 


3 ح رب ما د بد د[ 4 - ربصا5 - 2 1[ 3 > مهما 





6 





حل كلا من المعادلة 0 ح 3 - :مم21 - 2( [)» والمتراجحة 0 < 3 - نهم[ 2 - 2( م1) . 


مساعدة: ضع 7 م[ - ير. 





02 ليكن لاروك توواعه ترود ع رو ادل 
© ». تحقق أنّ 0 - (1-)2. 


. استنتج أن (27)4 يكتب بالصيغة ()1(0 + ) - () حيث ()0 كثير حدود من 
الدرجة الثانية. 


©. حل المتراجحة 0 > (2)8 . 
© استعمل المعلومات السابقة لحل المتراجحة (د - 12)2 > (5 + :2)22[ + م1 2 . 


(©© يكن التابع المعرف على المجال ]1,1-[ - 7 وفق لمث مر - (مار. 








© ». أثبت أنّ م/ اشتقاقي على 1. 
. ادرس تغيرات / على المجال |0,1]. 
6 أرسم الخط البياني للتابع ١‏ 


الإ ادرس في كل حالة مما يأتي تغيرات التابع / على المجال 1» وارسم خطه البياني. 


00 9 


2 1[ ند 








2 (#ه + ]صا ع (ه)/ , 128 -[ 





© | سك م - م ]م ,0]| ع [ر 





لبن ل ول ارسي ار 0 :-00- 





© أثبت أنّ (ه)/ > ()و أياً يكن + من 1. 
© أثبت أنَّ ,© و ,© يقبلان مماساً مشتركاً في النقطة التي فاصلتها 0 - . 


© ادرس تغيرات كلٍ من / و , وارسم الخطين ,© و .0 مستفيدا من رسم المماس المشترك. 
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((© نين © الخط البياني للتابع / المعرف على المجال 001+ ,1[ - 7 وفق 


| - مله + ده - مر 
[ حدر 





© ادرس تغيرات / ونظم جدولا بها. 
© أثبت أنّ المستقيم 4 الذي معادلته 1 + - مقارب للخط © في جوار 00+ . 


© ارسم في معلم واحد المستقيم 0 ثم الخط البياني 5 
69 نيكن 6 الخط البياني للتابع 7 المعرف على المجال ]00+ ,0[ - 7 وفق 
2 
[ ل 4 من - 
| ار 








© أثبت أنّ م متزايد تماماً على 7 . 

© أثبت أنّ المستقيم 4 الذي معادلته 4 - -, مقارب للخط © في جوار 00+ . 
© ادرس الوضع النسبي للخط البياني © ومقاربه 0. 

© ارسم في معلم واحد المستقيم 4 ثم الخط البياني 6. 





09 نيكن © الخط البياني للتابع 7 المعرف على المجال []00+,10 - 7 وفق 
2+4 ماه - هم 
56 
© ادرس تغيرات / ونخله جدولاً بها. 
© أثبت أنَّ المستقيم 4 الذي معادلته 12 -” - ,, مقارب للخط © في جوار مه + . 
© ادرس الوضع النسبي للخط البياني © ومقاربه 0. 
© أثبت أنَ للمعادلة 0 - ()/, حل وحيد .٠ه‏ ينتمي إلى المجال ]1,2[. 
© ارسم في معلم واحد المستقيم 7 ثم الخط البياني ©. 


© يكن 6 الخط البياني للتابع / المعرف على المجال []00+,4[ - 7 وفق 


لك إرورق + مه 5 د إروار 
بي 








© أثبت أنّ المستقيم # الذي معادلته 2 - 5 -,؛ مقارب للخط 6. 

© ادرس الوضع النسبي للخط © ومقاربه 0. 

© ادرس تغيرات / ونظم جدولاً بها. ثُمَ ارسم في معلم واحد المستقيم 4 ثم الخط البياني ©. 
© أثبت أنّ المعادلة 0 - (5)/ تقبل حلاً وحيداً .م» واحصره في مجال طوله يساوي 1. 





5 








69 ليكن © الخط البياني للتابع / المعرف على المجال ]0ه+,1[ - 7 وفق 
([- تس)سا+ هم ح- رار 

© أثبت أنّ م متزايد تمامآً على 7 . 

© أثبت أنّ المعادلة 0 - ()/ تقبل حلا وحيداً .ه. 


© أثبت أن 00 0000" 

6 
69 يكن 6 الخط البياني للتابع م المعطى وفق : 8 
1 ا 


0 تحقّق أن 1 ؛ مجموعة تعريف .2 هي ]مه + ,1[ نا ]0,رمه -] . 
© احسب نهاية /, عند كل طرف من أطراف مجموعة تعريفه ,(1. 
© أثبت أنَّ م متناقص تماما على كلٍ من مجالي ,(1. 


9 يكن الخط البياني للتابع / المعرف على بالعلاقة المح إما- (مار. 
0 7 - 





١‏ كك رن 





© تحقق أنَّ مجموعة تعريف / ولتكن ,17 هي ]1,3[. 
© أثبت أنّ ,2 > (* - 4).» أيآ يكن من ,7 . 
© 4. احسب عند كل د من ,2 المقدار (:ه)/ + (نه - 4)/ . 
7. استنتج أنّ النقطة (4)2,0 هي مركز تناظر للخط 6. 
© احسب نهاية / عند كل طرف من أطراف مجموعة تعريفه ,(1. 
© ادرس تغيرات ونظم جدولاً بها. 
© ارسم الخط © في معلم متجانس. 


(© يكن الخط البياني للتابع / المعرف على المجال 18 وفق 


1 1 
سكب_|1+2إه- (:2)/ . 


ججحدرر عدج در 





© ادرس تغيرات ثم ونظم جدولاً بهاء ثم ارسم الخط 6. 
0 تمان + م) ع (2)[ . 


2 اس 0" 
46 





0 





(7© نكن الخط البياني للتابع / المعرف على المجال ]00+ ,0[ - 1 وفق 


ا - 0 


حدر جد رز 





© ادرس تغيرات / ونظّم جدولاً بهاء ثم ارسم الخط 6. 
© لتكن ,31 و ,11 و ,11 و ,1/1 النقاط المعرّفة كما يأتي: 
*" 11 نقطة تقاطع © مع محور الفواصل. 
*" ,131 نقطة من © مماسه منها يمر بمبدأ الإحداثيات. 
,1/7 نقطة من © مماسه منها يوازي محور الفواصل. 
,11 نقطة من © ينعدم فيها المشتق الثاني للتابع /. 
. احسب فواصل هذه النقاط. 
7. أثبت أنَّ تلك الفواصل هي أربعة حدود متعاقبة من متتالية هندسية. ما أساسها؟ 


1 . 6 |1 ح- 
© اين التابع المعرف على (18140,1 - ,2 وفق 


49 


© ه. أثبت أن 1 (2- ال لتلل, أي يكن 2 من ,(1. 


. استنتج أنَّ النقطة 11-,4)1 هي مركز تناظر الخط 6. 
© ادرس تغيرات / على مجموعة تعريفه. 
أثبت أنّ المستقيم 4 الذي معادلته :7- - ,, مقارب للخط ©. وادرس الوضع النسبي للخط 
6 بالنسبة إلى مقاربه 0. 
© ارسم في معلم واحد 0 ثم 6. 
69 نيكن 7[ التابع المعرف على 17 - ,2 وفق ب - (مارء وليكن 6 خطه البياني في معلم 
505 
© ادرس تغيرات / ونظم جدولاً بها. 
© لتكن 4 النقطة من الخط © التي فاصلتها 1. 
. جد معادلة للمستقيم ,7 المماس للخط 0 في النقطة 4 . 
. ارسم في معلم واحد ,7 ومقاربات 0» ثم 6. 





ساح >- - (مارء يكن تن 











6 





© لتكن 87 نقطة من الخط © فاصلتها «. أثبت أنّ 0 ح :م21 +1 - 3, هو الشرط اللازم 
والكافي ليكون المماس ,7 للخط © في النقطة 2 موازياً للمستقيم 5 الذي معادلته 
دن. 

© ». حل المعادلة 0 ح :م21 -د1 - ث5ن. 
7. استنتج أنّ 4 هي النقطة الوحيدة من © يكون المماس فيها موازياً للمستقيم الذي معادلته 


3 -2- راع 


32 


7) © هو الخط البياني للتابع / المعرف على ]0ه ,0] وفق: 





5 
) < نه مه 
2 2 - (2)/ 
0 > 0 


اج احسب نهاية 4151-41 عندما تسعى : إلى الصفر؟ واستنتج أنّ /, اشتقاقي عند 


احسب (2)/ر 0ذنا . 
.6 الاي 


». ادرس تغيرات / ونظم جدولاً بها. 

© ليكن 7 مماس الخط 0 في النقطة التي فاصلتها 1 - : منه» جد معادلة لهذا المماس. 

© نهدف هنا دراسة الوضع النسبي للخط © والمماس 7. ولهذا نعرف التابع 7 على المجال 
|0ه+ ,10 بالعلاقة > - :ه + ()ر - (). ادرسء إشارة ()"8 لتستنتج إشارة (:6)"/ ومن 
ْم إشارة (:7)2. 

© ارسم مماسات © التي وجدتهاء ثم ارسم الخط © في المعلّم ذاته. 








التابع الا 


تعرف التاءع الأنسي النيمري 
© خراص الثامم ألا 

3 دمراسة التايع لأسي 
نهانات مهمة تتعاق بالتايم أية 


5 دمراسة التانع 7م جم ب, (0 < م) 








© معادلات تفاضلية سيطة 





التابع الأسّي في العلوم الأخرى 


ل في الطب. عند إعطاء مريض جرعة دوائية» يطرح الجسم جزءاً منهاء ويتقكك جزة 
0 0 9 0 لخي عادة سرعة ينناقص وفقها تركيز الدواء في 
0 هو 0) اك ولذة الساعة ل ل 01 وأصبح 1 111 ان 
0 وبعد مرور 7 ساعة يصبح التركيز 270. في الحقيقة» لا يجري الزمن هكذا في 
قفزات كل منها مدّته ساعة واحدة» بل التركيز في الدم تابه مسهرٌ للزمن» هذا و 
تابعٌ أسَي» التابع الذي سيكون موضوع بحثنا في هذه الوحدة. 


6 في الفيزياء. يُستعمل نظير الكربون-14 فى تحديد عمر بعض اللقى الأثرية أو 
المستحاثات. ليكن (27)4 عدد ذرات الكربون -14 فى اللحظة * فى عيّنة من مادة 
عضوية. سرعان ما تتحلل ذرات الكربون -14 لتتحوّل إلى النظير غير المشع للكربون, 
يبرهن الفيزيائيون أنّ سرعة تغيّر عدد ذرات الكربون -14 متناسب مع عدد هذه الذرات 
في العينةء وتحديداً يحقّق التابع 2 الخاضة (770--(27 حيث 
اا نكا" 

لكائن المي تتجدّد ذرات الكريون - 14 على الدوام» ولكنها تتوقف عن ذلك عند موتهء 
وهكذا بمقارنة نسبة الكريون-14 في قطعة من مستحائة مع نسبته في قطعة مشابهة 
حديثة. شاهدة: يمكننا نحديد عمر امسفوانة بدقة كيرة. سنرى في هذه الوحدة 90 التابع 
()7ل جم غم تابعٌ أسيّ لمر 


التابع الأّي هو أساس جميع التوابع على الإطلاق. وسنتعرف على بعض من خواصه في 
هذه الوحدة. 
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© التابع الأسى النيبرى 
1. تعر وصلة بالتابع الوغا رمي 


التابع الأسي النيبري الذي رمزه 0:©» هو التابع المعرف على 18 كما يأتي: 


« صورة كل :ه من 15 وفق 1552© هي العدد الذي لوغاريتمه النيبري يساوي :2 » 
ولما كان “© هو العدد الذي لوغاريتمه النيبري يساوي ء كان “6 ع (:) معزه . 








1.. ابح مباشرة 
0 وجدنا في الوحدة السابقة أنّ "6 هو الحل الوحيد للمعادلة 7 - 12. هذا يعني أنّه مهما يكن 
0 < هه فالمساواة ؛» - م[ تقتضي “ء - :. نرمز عادة إلى هذه الصياغة بالكتابة 


لع كت رن عع إن .11147 


9 هذا أَوّل لقاء لنا مع الرمز + وهو رمز الاقتضاء بين خاصتين : 8 ج 4 ويعني أنّ صحة 
الخاصة 4 تقتضي صحة الخاصة 8 . 
© وبالمثل» مهما كان 0 < ,روء إذا كان “ه - ء كان (”"6)م1 - ()صاء أو « - :#دسا. وباستعمال 
رمة الاقتضاء السايق ذكره»: تكقب 
كك بور وك 1م كد بن 
نستنتج مما سبق أنّ العلاقتين ‏ - ما و6 - 7 متكافئتان فصحّة أي منهما تقتضي صحّة الأخرى. 
© في حالة 0 < #ء العدد ‏ هو العدد الذي لوغاريتمه م[ إذن « - “"ا. وعليه» إِنّ التابع 
"ع جد زو كل جد هك ا جيزهة 


هو التقابل العكسي للتقابل م[ ج:2 : 1 ج 1 : 12. 








فالخط البياني © للتابع الأسي مه هو نظير الخط البياني '© لتابع اللوغاريتم 1 بالنسبة إلى 
المستقيم 4 منصف الربع الأوّل الذي معادلته + - ,,. كما هو مبيّن في الشكل. 


1 1 1517 1110 
الام اال 
م 





ل فى خاله 0 نو لدينا 1 (:1/2)طام 5 مح , 
. 5 


1 0 “اليم 

| :2 ص[| 
,2 |2083 جح بذع - 6 
1 ا > ٍ 


43 


هنا (,»)<دمم هو أكبر العددين ه و٠.‏ 


© التابع الأسّيء بصفته التقابل العكسي لتابع متزايد تمامآء هو بدوره تابع متزايدٌ تماماآً على 12. في 
الحقيقة ليكن «» و« عددين حقيقيين يحققان « < 0» إذا افترضنا جدلاً أنّ ”6 > “6 استنتجنا من 
تزايد التابع اللوغاريتمي أنّ (”12)6[ > (“12)6ء وهذا يؤدي إلى التناقض « > . إذن لا بد أن 
يكون "م < “ام . 


© نتيية 1 


لمقارنة عددين حفيقيين 0 وم» بمكننا المقارنة بين “ع ا فالتابع الأسّي معره يحافظ علن 
المساواة ويحافظ على الترتيب. وعموماًء أياً يكن العددان © وم يكن : 














و لماذا للمعادلتين (:2)نام 00 (:ة)لام : 37 و 2 حت انه ِ 2 مجموعة الحلول نفسها 3 


لأنّ هذا تماماً ما تنص عليه النتيجة 1. فإذا كان :د حلا للمعادلة بم كان ”م - (0)“ى 
وعملاً بالنتيجة المشار إليها نستنتج أنّ (م:ه)٠‏ - (0) أي إِنّ مه حل للمعادلة ,5» وبالمثل إذا 
كان ,نه حلا للمعادلة رت كان (0)2 - (:):»» ومن ثْمّ (0” - (6"0, إذن ,ه حل للمعادلة 
5. ونبرهن بالمثل أنّ للمتراجحتين 77 > 0" و () > ():: مجموعة الحلول نفسها. 


حل معاد لإات ومتراجحات 


حل المعادلات أو المتراجحات الآتية 


0 
0 21م - 00113 © 4ل اك اس 1م © 2< 01 


الحل 





اليه لالج سو العاف" لمحا 1 حلت إر ريك رن تيو وض بدللدين 
5 1 


الدرجة الثانية لها جذران اك 0 اكد 
د 1ت جد 


9 5 إن 


ح ينه . إذن مجموعة حلول المعادلة (© هي 


(8) المتراححة تي 2241م تكافع. حل #نيب 1مك :و0 "أو 0 > 3ب وواهد 3م نوهي محفقة ,عند 
قيم ‏ المحصورة تماماً بين جذري المعادلة 0 - 282-83 + 72. أي بين 1 و3-»: فمجموعة حلول 
المتراجحة © هي ]3,1 -[. 

© المتراجحة 2 < 3271م ليست من النمط المدروس (*”م < ()"م, ولكن يمكن كتابتها وفق هذا النمط 
باستعمال المساواة هام حأ ن , فنضع #مام ‏ 0 لتصبح المتراجحة 06 ب مم ومجموعة حلولها هي 


ليه رن الل ةر لي ل (13 + 1-) 2 < . فمجموعة حلول. المثراجهة (8 


هي 


«+ 








هد تدر 


0 اكتب بأبسط ما يمكن كلا من الأعداد الآتية: 


1 
6--- 
1 3 
]1 و -1]11 -11- 
© مل 5 عمعح] حدم © 53 م6بده25 م-ر(ر(م 


© اكتب بأبسط ما يمكن كلا من العبارات الآتية» مبيّنآً المجموعة التي تكون معرّفة عليها: 
0 "ررح كوك زر 
© 1 هصا-(1- )ضام حا 


3 
© #ساحو من 13م[ 0 


© حل المعادلات أو المتراجحات الآتية: 








0 71 عت ثم © 1م 5 ل" © 5 - 6 
وات1 
١ 60‏ وه ©  20(-3‏ 65ل[ © 3 < (5”م-1[12)0 
6 
© ملم > 2-ظى © 4>0- تم)1- تم) © 22-128 


8 اشرح لماذا تاق إشازة حت م مع إشارة لاس #): © م حل المفتراححة زا 3 خم 
6 6 











© خواص التابع الأسى 
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60 1 - لم, و0 ح ” هو الحل الوحيد للمعادلة 1 - ”م 
© أياً يكن العددان الحقيقيان م وم يكن مير »م - 5+تع, 
6 أيا يك العدد الحقيقى 6 فلدينا 0 5" 
- 5 
2 أياًّ يكن العددان الحقيقيان 0 و6 يكن َك 0م 
6 
6 أي تكن الأغداة الحقيقية 0 و و0 و... و ,0 : م و ب 2 م يه كام 07 ]و10 قاو 


5 


© أيا يكن العدد الحقيقي ٠‏ وأياً يكن العدد الصحيح م يكن “7م -ح 7(*#ج). 


60 في الحقيقة» إِنْ المساواة [ - م تُكافئّ كارا كح 
© بملاحظة أنّ (19“م)صا - م+ ه ع ("م)ما + (“م)ما ع (أء“ع)ن1 نستنتج 17ثم - تمي , 


[ 
ادا : 6-لك0 ىه فاخي 0 0-0 5 0- 
- لا( دفي لطبك 


6 
© باستبدال 5- بالعدد 5 في 67م ح ممع والاستفادة من © . نستنتج 5 ا وا كدي 

6 
© تنتج هذه بالتدريج على العدد 7 والاستفادة من © . 
.في كالة :>7 هذه.هي .روفي حالة 0< م اتختان. بز نذابو :0ك مج ست رمك ,رم فى 
الخاصة ©» وفي حالة 0 > م يكون 0 < م- -ح وب ومن ثم نكتب 

0 
2(كم) - 4-(هم) - إل - 94(عم) عب الالو حب 0و 
كام 


بسئّط كلا من العبارات الآتية» علمأ أن © عدد حقيقي. 
2 


6 8 2م بح ار © ا تيمر © ان ا حت ان 


12م 





0 





الحل 


6 28م هو من النميها 0100 مُْ الذي يساوي آم بير كم دخ 





لوم عدهو عن ثم حت قطام هن 2م ح فر . 
اااا0 9 
© على غرار ©»: 26 ح أن ير 0ن د 1102اى إذن 2 2 2 ح 19 
6 


© 0 كات 0م 0 نا | تنتجنا أن ل[ 2224م م . 0 ح را 
2. القوى الحفيفية 


© تعريونم 2 


في حالة عدد حقيقي موجب تماماً وعدد حقيقي ما :2 » نعرّف 05 (0 مرفوعاً إلى الأس 2 
بأنه العدد الحقيقي 6«اتم أي “ممم - #وء أو و صا ع (02)م1[. 
فعلى سبيل المثال : 36.46216 بج #هاكم 2 تجء و 2.6651 بج 2182لام ب 202 , 


2. خواص القوى الحقيقية 
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أيآً يكن العددان الحقيقيّان الموجبان تماماً © و 5ء والعددان الحقيقيّان .ه وه كان: 
>4 الكل توي "وبين © "مي "ىم ع "“(م.ى) 





هذه نتائج مباشرة من خواص التابع الأسي: 


©6 1ع 52 - أجلم - انام 00 1 





© لطنن - 0 ا نا نا)م _ 6 صا سه طانام 5-5 © مانام ين سام اقم بيع كن 
© “نمع "ام - طانام * 0 نا 5 06 م صا نام 5 (0صلاحه سل)نام - (00)صايام 7 "(00) . 
© "لام ب 0 تآ نا نام ( م)صاناع - بل" 
0 آنه 41 
5 5 _- 6 0 
© ل«حناىن 1206( لام 0126 0ل لك كل 
انم 0 


_ -|11. 
0 | ْ 9 9 3 0 0 
© | 0 6 (60مآ 0 )نام 110 4 انام 








حل معادلات ومتراجحات أسيّة 


عن المواد لت ونم اديت امار 


2 


0 > 11م © 0 ع 4د 5م85 ب هذى © 5 > 5 م4 ب تم. 


الحل 
6 نعلم أنًَ 31م آم . 0م 0 )2 فالمهاة1اة2 16مع) - ند تكافئّ 31م - 5" وهي مهاة له 
من النمط (2”م - (2)”م التي حلولها هي حلول المعادلة ()ه - (م).ه نفسهاء أي 1 +3 - 2م 


أو0 -1- :3 - 2:. ولهذه الأخيرة جذران: 








كدر 83 + 3 
ا عه 
إذن مجموعة حلول المعادلة 0 هي قلردة تلليسة, 


© لحل © نجري تغييراً في المقدار المجهول  :‏ - ”ع فتصبح المعادلة 0 اعد لوز أو 
0ت ركب 11 3ه إذن إنة أن يكون. .2-1 إن 4ك 3ء: أي إها أن يكون: 1ع 62 .من د 
0 ح من 4 أو 4 ا ومن نَم 14 - ::. فمجموعة حلول المعادلة © هي 10,124. 


9 لما كان ل - *-هٍ كُتبت المتراجحة بالشكل 0 > ل + 5 - ع ولأنّ 0 < » لاتتغير المتراجحة 
َم َم 


عند ضرب طرفيها بالمقدار ”6», فهي إذن ثكافئ 0 > 4 + 56# - ”62, ولحلها نضع ل - 6# فنجد 
0 > 4 + كز5 - 22 » وهذه المتراجحة تتحقق بين جذري ثلاثي الحدود 4 + غ5 - 2ل : وهما 1 و4. 
إذن مجموعة حلول المتراجحة هي التي تحقّق 4 > 1 > 1 أو 4 > > 1 أو 4ه[ > نه > 0 
فمجموعة حلول المتراجحة © هي |0,1-4|. 


و يرن فح بحائالة امن النبطل اعد عد #ورز د #تون إل ؟ 


نضع ح #ع, ونحل المعادلة 0 -م + /65 + 0202 (”2). وحلول المعادلة (7)» إن وجدت» هي 
الأعداد ,:ه التي تحقق ,3 ما ح ,نه و ,ا حل موجب تماماً للمعادلة (/8). 





6 





0 أثبت صحة كل من المساواتين الآتيتين على 18. 


 « ©‏ (1-+ 2 6)م1- (1 + تعس[ © - 








© اكتب بأبسط ما يمكن كلا من الأعداد الآتية: 





8-ل2 
© لمم م © ال ار 2م 5م 
كم 14 ثم 
4 27 __ 37 
6 كار © 5(تم) ير 22(3م) س ور ه لكشك م 
تم ) “ا م آم _- 01 
3 - 1 
3220008©9)-0 ©6 دمع ح ير © 92732 در 


© أت أن التابع 01 المعرف على "| وفق وال - 7ج - ل 5 / 3 0 تابع ثابتث. 
© حل المعادلات الآتية: 


© 4-0 بد م5 22م © 2-6-0م- 22م 
© 2-0 د تم تتتع4 © 6-0 مم تدم 


نك حكن الما عدت 1 


9 00> ”5 م4 تم © (2 - ”ع2 < 2م26 تع) 

6 0 00 © ماكر 
ع 

© ”7 © ىك ل ا كنا 














© دراسة التابع الأسى 


1.3. نهاءة التابع الأسي عدد 4+ وعثل م00- 
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0 توعدا حت "غم :1ن 2202 ”م :1111 


مم لجرو مدن 
الإثباءته 
© رأينا عند دراسة التابع اللوغاريتمي أنّ 1 -,؛ > ,دا أياً يكن العدد الحقيقي الموجب ,. فإذا اخترنا 
ين استنتجنا أنه مهما كان العدد الحقيقي ‏ كان 1- ته > “عدا أو © > هخ ]. ولأنّ 


مه+ ح (1 + #) حطذئا استتنتجنا أن 06+ ح 65 دنا . 


م لج ور م لجر 


2 لنضعء :2- ح (2)/ة عندئذ 








(2 الى 3 2 
- 6 - لام 
(:#)لام 
ولكن 600+ ع (#©)نه معنا ومه+ ح “© دنا إذن 0 - ا - >6 صلل 
3. مشّق التابع الاسي 
9 نعم 
1ج 110 ] 
ابن 


الإثباءته 
نقبل أنّ التابع الأسي مستمرٌ عند الصفرء عندئذء إذا عرّفنا 1- 6# - ().ه كان 


0 -1- لم ع (بو)ن سنا 
جرع 


ومن جهة أخرى المساواة 1- ”6 - ؛ تقتضي « +1 - 6# ومن ثَمّ (,ه + 1)ما  -‏ إذن 


2 .1م 


((#2)نه + 1)مآ 1 


اذف لما كا ) ب م اب لتقنيونن ع ا تهنا هرا سند فقة تيانة النائة المر كمه ” 
إذن ن (ه)نه مسنا و 0 جنا من مبرهنة نهاية التابع المركب أن 


58 1 


0 65-1 ٠. 
٠. يج جستكتبوؤون] جد لا‎ 
يه + 12)1 مجن 27 0متم‎ 








6 
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التابع الأسي مه اشتقاقي على 1 وهو يساوي تابعه المشتق» أي مه ع /معه . 
لإثبات أنّ مه اشتقاقي عند ,:ه نحسب تابع نسبة التغير: 








لل 5 لوجم باقن وله قوعت رار عك. ىنز اذهرة 
ل ا ل ل ل 
واستناداً إلى التمهيد السابق 
اع 
10م د [[ »ا ”ع ع (2)/8 منذا 
(منه) مع 6 سنا » م ح- (8) سنا 


فالتابع الأسي معده اشتقاقي عند 7 ومشتقه عندهاأ يساوي زولك الرعتم+ 


3. مشتق التابع الاسي لتابع 


بالاستفادة من قاعدة اشتقاق تابع مركب نجد ما يأنى: 
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إذا كان تابعاً اشتقاقياً على مجالٍ 7» فإِنّ التابع )”م ب + : / اشتقاقي على 7 وعند كل 
من 7 لدينا (#كلع . (ن)'يه ح (جه)'] . 


احسب مشتقات التوابع الاتية: 





الحلا 
© هنا (#"م ح (م)م/ مع هو - ثن ع (ند)ى إذن 2-5و( - يوة) ع لتااوزيو) "يد ح (ين)'] . 
© في هذه الحالة 5( ثمامب مدتممات زور إذن عطالتثماو(ة - بيه) زم ه) - (ن)ار. 


ور كيف يتوضع الخط البياني ©) للتابع “م جب 2 : / بالنسبة إلى مماساته؟ 





لتكن (”11)7,6 نقطةً من 6» وليكن 7 المماس للخط © في النقطة /31 . ميل المماس 7 يساوي 
"ع ح (0000/» فمعادلته هي (1 ح ج) "م د "م ح رن أو 1ع وم - )"م ح رن . 


9 








لدراسة وضع الخط © بالنسبة إلى 7 » ندرس التابع م المعزّف على 2[ والذي يمثل الفرق : 
(1 2 وم د ه) "مح كم ع (توا)ب 
يعطى مشتق م على 1 بالعلاقة ”م ”م ع (#)'ب واشارته تمائل إشارة 5-7 ومنه 





نلاحظ أنّ 0 ع ()م وأنّ 0 < (2)ب في حالة ««, ع :ه. ولأنّ 1/1 هي 
نقطة من 6©» نستنتج أنّ © يقع فوق أي مماس له. في الشكل المجاور 
مماس الخط البياني 0 في النقطة (4)1,6. يمر بمبداً المعلم | 0:1,2). 


دراسة تابع من النمط (نه)ناى بحب (:2) 1[ 


ليكن / التابع المعزذف على 1 وفق 








معنه - (5)/ . ادرس تغيرات / وارسم خطه 








حك كبو 


البيانى 0+ 





" التابع / من النمط 57" - ()/» حيث 


9 


حك تبن 





" ولأنَ 0 - (#2)ه صننا ٠‏ استنتجنا أن 1 - “م - (ه)ر ددذا . فالمستقيم 4 الذي معادلته 1 - ن 


وكذلك 0 - (28)ه دنا » إذن 1 ح © - (2)/ ددنا . فالمستقيم 0 ذاته مستقيم مقارب للخط 


م لج ير م لج بر 
البيانيى © في جوار مم-د. 


ركم 








" التابع » اشتقاقي على 18» إذن / اشتقاقي على 1. ولآنّ 1 م إذن 
1 1 لمر 
[:0)2 
6 
كن - لتالوزس) أنه ح (ن)'] . 
فإشارة (5)// تمائل إشارة “5 -1 الذي ينعدم عند 1- -+* و 1 - #ء وهي موجبة بين الجذرين 
1 1 


وسالبة خارجهما. كما إِنَ /ه/1 - :2 ه - (1-)/ و هله - 2ه - (1)/. 


6 








" يمكننا إذن وضع جدول التغيرات الاتي للتابع / : 





مماسا © في (1,1/0/6-)4 و [/8)1,2 يوازيان محور الفواصل (0 - (0”/ - (1-//). وفي 
النقطة (34)0,1» ميل المماس 1 - (0// - «7» فالمُماس يوازي منصف الربع الأول ومعادلته 
2+1 ح- ه. نرمز إليه بالرمز 4/. 

نرسم 0 والك ومماسي © في 4 و2» ثم نرسم الخط © محققاً صفات / المدروسة. 





2 








عه ع (2)/ . 


1 
داه 
2 


© احسب ار 111 و(2)/ 1110 . استنتج معادلة كل مقارب للخط البياني 5 
وومحجدر 0 لج رن 
© ادرس تغيرات / ونظم جدولاً بها. أشر إلى قيمة حديّة للتابع. 
© اكتب معادلة للمماس 7 للخط © في النقطة التي ينعدم فيها (:ه)”/ 
© جد إحدائيات النقطتين اللتين ينعدم فيهما (7)”/ » واكتب معادلتي المماسين ,0 و ,ك0 فيهما. 
© ادرس وضع الخط البياني © بالنسبة إلى كل من 0 و ,4 و,0. 
© ارسم 0 و ب0 و و0 ثم أرسم 3 


1 5 1 1 
© / و و هما التابعان المعرّفان على +1 وفق (5-م ل 0 كح رروار وبامعاا د ودرا 


2 


5 57 5 ًَ 0 200 1 
هو التابع المعزف على 18 وفق ار احسب كلا من ()”/ و ()"و. وأثبت أنّ - ح //. 


6 











7 مبرهنة / 


مهما كان العدد الطبيعي 67 فإِنْه في جوار مهل يكون "بد مهملا أمام اا 





مهل ح-ح ‏ 1111[ او 0 جح م منطا ٠.‏ 


8 
في الحقيقة» رأينا أنّ الخط البياني للتابع الأسّي يقع فوق أي من مماساته. وبوجه خاص لدينا المتراجحة 
+1< © أيآً كانت قيمة # لأنّ 1+ -, هي معادلةٌ للمماس في النقطة (0,1) من الخط 
البياني للتابع الأسيء وعليه سنستفيد فقط من الخاصّة + < “© في حالة 0 < 4. 

لنتأمل عدداً 5557 7 وعذدا طبيعيا علدت 





ودر مح + ح ثنخ 111[ استدتهنا ا 7 0" 


ممجو ار ممجعو 


© نتيية 


مهما كان العدد الطبيعي 7 





لاحر مطنا . 


000 - ح-- رلا 


الإذباءته 

في الحقيقة» يكفي إجراء تغيير في المتحول - جام في المبرهنة السابقة. 

9 نعلم أن حب 0066 ؛ إذن 32 11 مهمل أمام 3 في جوار مل ورأينا أعلاه أنّ 0 
27 5[ ممداجدوو 


مهمل أمام 7 في جوار 00+ . إذن 2 مهمل أمام 7 في جوار 0+ . ومن ثم 





في الحقيقة هذا ينتج من المساواة 


11 





حساب نهايات 


0 “م دجن جات :ا 
8 #عبه ثم ورازق :0 


ل 37 زاح 8م جاتن + / 





الكل 


© لحساب نهاية “م6 - (5)رم عند 00+ » نكتب 1-ك | - رمار. ولا 0 -- دنا » 


استنتجنا أَنّ - -|1- شا مننا . ولكن مهل ع 65 جنا » إذن مه- ع (2)ر مطنا . 


كام هودن ممدجور معدج :و 


© لحساب نهاية “م 25ج ح (به)و عند مه +ء نكتب (1- تم)تم ح (بم)و. ولأنَّ ممد ته صننا 2 


م لجر 


إذن هه+ ح (2)و سنا . 


وو عدج رر 
© لحساب نهاية م1[ - 6# ع ()م8 عند مه + » نكتب: 


م 0 م 





نعلم ات ا سات ل ل -١‏ [تظط- 1ح منئا . ولأنّ ممل ع تم ورز[ ء 


لان وون عبر 17 انددع م معلج رو مو عوك رن 


قال حب هيت 


ادرس نهاية كلٍ من التابعين / و 0 عند حدود مجموعة تعريفه. 
10 كوه "قم جب ار 
2659-1 
لاا امم اسمخ 


0 
“م ل 1 


الكل 





ا )اح 65 حورن و ممداح 2ه ونن[ » إذن. ههب تك (و)ر دنا ٠‏ 
000 - ج-- رل 000 - ج-- رلك 000 - ج-- رلك 


# مول حا تع ووز ومهل ح 2س رررزا » أمامنا إذن حالة عدم تعيين من النمط مه - مهح+. 


م لج نر م لج ىور 


لإزالة عدم التعيين نكتب | -26ره -1) 6 - ()/ . ولمّا كان 





0 ح 5 عتج ونا و همل ح تج ووز[ 
وى لج ريوع م لج يور 


استنتجنا أنّ 44+ ح ()ر صطنا . 


م لج ور 





ا 





© و معرّف على «[. 


في جوان هه . ات 4# نا » إذن 1 - 2 - (م)و من . 


" في جوار 00+ . لدينا حالة عدم تعيين من النمط ©2-. لإزالتها نكتب 
5 1-6 
ا سن 
5 م د11 (1-ل ”5 عم)ثم 
ولما كان 0 - © يز[ » استنتجنا أنّ 2 - (2)و متنا . 


0ح مملدجدبور 
لكل درب تابع وحلٌ معادلة 
البيانئي © ثم بيّن أنّ للمعادلة 0 - ()/ حلين في 18. 


ح (9)2. 


الحل 





كي خوار .هوتء موك ع 5 0..6 1 و ووباك 2 ب 2ر1 . نحن أمام حالة عدم تعيين» 


00و ٠‏ جح يل 00ل ٠‏ جح يرل 


لإزالتها نكتب 2 -(2م” + 1)” ء - (2)/ . نعلم أنّ 0 - “عه سنا وممل+ ح م وتنا » إذن 


#احجد ع هوم سجسرو 


مل ح (”عج + 5*)1 © جنذا . ومن تم مهل ح (نه)/ مطنا . 


1---00 


في جوار مه . لدينا 0 - م مننا ومع+ ح (2 - م) سنا ء إذن مل ح (#)ثر سنا . 


0ل ج رق مل جد يع م لدجديع 

هذا يوحي بوجود فرع لا نهائي» وهنا نلاحظ أن 7 عم - 2 + نج - (نه)ر ومن نَم 
0ح © م يجرز1 ((2 - ه) - رمم ) ملا 

00-]- نه ممدجدجع 

نستنتج أنَّ المستقيم 4 الذي معادلته 2 - + -؛ مقارب مائل للخط © في جوار 00+ .ثم إِنَّ 
0 < * ع - (2- ه) - رمال - ىن - ملا 
فالخط © يقع كاملاً فوق المقارب 0. 
|1 3 #] مع - 1 ل تم ح (نو) ل . 

ينعدم (”/ فقط عند 0 - #ء واشارته ثمائل إشارة 1 - ”6 أي إشارة » وهذا ما يتيح لنا وضع 


جدول تغيرات / الآتي : 





لاحظ أنّ المماس في النقطة (1-,4)0 يوازي محور الفواصل ويقع الخط © فوق هذا المماس. 





06 





يعاوم ا ا 


9- زو ك2 راء 


5 نرسم النقطة (1-,0), والمماس الأفقي فيها. :| ال اما 2 

57 نرسم 0 محققاً خواص / المتعلقة بالتناقص 
طى اع ولد على )موه | | | آم ا 

" حل المعادلة 0 ع (2)/ : 

5 / مستمرٌ ومتناقص تماماً على المجال ]5,0ه-[ إذن ]مه+,1-[ > (]0,0ه-[)/ ولمًا كان 
إمه+ ,1-[ > 0» فللمعادلة 0 ح ()”, حل وحيد في المجال ]0,مه-[. 

5 / مستمرٌ ومتزايد تمامأ على المجال ]0ه+,0] إذن ]مه+,1-] - (]0ه+,0])/ ولمّا كان 
|إمه+ ,1-] > 0» فللمعادلة 0 -ح (5)/ حل وحيد في المجال |مه- ,0]. 

5 وبهذا يكون للمعادلة 0 - ()/ حلآن في 18. 


جد نهاية كلٍ من التوابع الاتية عند 0: 
© لزه بك 1) حرو / و 0ح بن 





11 
02 المجنامم:” وم0<+ ع 0. 
3 





جميع هذه الحالات» من النمط ”6 حيث ٠‏ و( توابع للمتحوّل » هنا نعود دوماً إلى التعريف 


(مساقامعه 00. 


- 
7 








3 
0 في هذا المثال (#)سشامعه - (:7)2 حيث مط 1ك . ونعلم أنَّ 1 خلس 


40 


ا » 


جع 


هع )صا 
37 


والتابع الأسي مستمرٌ عند الواحد إذن © ع “ه مدنا ع ()/ مسنا. أي م ح #/ا(ه + 1) صدنا . 
5 1ج ىن 0وجاج 000 ” 0جبر 
1 و4 مم لدج بر 


أن م ع “/ازه + 1)سناء إذن م - الحجدر دنا ٠.‏ 
اج ىه 0 


4 لج نر 


6 








( التخاول: أن تجعل صميقة 7 قريية هما درستاه' انقا* 


1 202 


2-1 





02 
3 4 7 
2-1 











فإذا وضعنا ةط - (نت)نهء كان + (م)2 - 2 وكان من ثَمَ 


: 0 1 0 1-+(:2)2 1 0 
م إج+ة|- هن 


لما كان 0+ ع (2)/ه صننا 00-7" دنا و م6- +1 نا » استنتجنا أن 
1 1 


م لجع مح لج نر محم لج ن 


1 





2 


هم - طح ]/, صنئا . 
01 م لدج نا 





جد ]1 ظ (:)م مسنا 


مح لج نر 4م لدج ىور 


0 ادرس نهاية كلٍ من التابعين / و 0 عند حدود مجموعة تعريفه. 
ه ا تم وص مم ©ه ةدمو 
1[ ل كم 
© ليكن © الخط البياني للتابع ر المعرف على +1 وفق 6( - 3) - (2)/. 
© اكتب معادلة 4# مماس الخط © في النقطة التي فاصلتها تعدم (2)”/. 


© ارسم في معلم واحد المماس 4 ثم الخط 6. 


© جد نهاية كلٍ من التوابع الآتية عند 0: 








3 7 
92 احه ,م 0 - مر © مم+ - م *2ج2]|- مم 
كم 

6 () - 0 ب - رمم 01 محل ح بن وزو 2ت رار 
1 

© مم-ر,مه ل ع ن 4 > - ر(هامر © ممرمد عدو ,3 + ثم كم ع (نو) ل 
1 

© مم- رم ل+ ع نم (2 ل #ع)م] ح (ه)ر ‏ © م- عن 5 عم 1- جه ح (دار 


- 
آله 
سي يي 
|| 
6 
5 
ع 
- 
- 
|| 
7 
1 
| 
يبه 
بيجيو صمي 
جع 
سه 
| 
| 
ييبضكك صمي 
6 
ا 
م 
5 
|| 
2 
5 
© 








© دراسة توابع من النموط 17 جام (0<0ن) 


إذا كان 4 عدداً حقيقياً موجباً تماماء كان © - ”م, التابع الأسي مه هو تابعٌ من هذا 
النمط يوافق الحالة الخاصة » ح ٠»‏ . لنرمز إذن إلى التابع ”م جه بالرمز ,مه ولنسمه التابع 
الأسي بالأساس 0. 

لاحظ أنه في حالة 1 - 4»ء يمثل التابع ,مه التابع الثابت 1 ب . لذلك سنعتبر فيما يأتي 
العدد © موجباً تماماً ومختلفاً عن 1. واستناداً إلى التعريف يكون *<ا”م - (2) رميده» فهو إذن 


من الشكل ,»ه همع حيث ١120‏ ح (:د):. 


1.5. مشسّق التابع الأسي بالأساس اوور اس كاله 


7 مبرهنة 9 


أي يكن العدد الحقيقي هم من ]همه +,0,10[1[» فالتابع ,مه المعرف على 12 وفق 
“ه ع (دارمعه اشتقاقي على *1 ويعطى مشتقه بالعلاقة رم© (ه صل) - 6 . يندج من ذلك 
أنّ ,مه متزايدٌ تماماً في حالة 1 < 4» ومتناقصٌ تماماً في حالة 1 > + > 0. 


لما كان 57م كدرج) رودم حية .وجا كت زوان: وكان *: اشتقاقياً على 1 ومشتقه 120 ع (2)/د. 
استنتجنا من المبرهنة 26 3 لمعته اشتقاقي على 2[ أن 
(نه) رمك زمصا) ع (نه) أمعه 





أي يكن من +1. 
ولمًا كان 0 < ”مء كانت إشارة (2)/مده مماثلة لإشارة ما. إذن 
في حالة 1 < م» 0 < 0 داء فالتابع ,معره متزايد تماماً على . 
لا وفي حالة 1 > 0 > 20 0 > 120» فالتابع 6 متناقص تماماً على . 


5 . نهادة التابع الأسي بالأساس " عند 00 وعنئل 00- ورسم خطه البياني 


لنرمز إلى الخط البياني للتابع ,م2© بالرمز ,6. ولنلاحظ أنّ 1 - “م - (0),مه ٠»‏ فالخط البياني ,© 





6 





٠ < 1 حالة‎ 


حالة 1 > هم > 0 
في جوار 0ه- لدينا 5 في جوار 00- لدينا 
مح عماتع رون[ ع تن رررزز ممل ع #فطاتع رون[ ح- تن وز[ 
0ع ج د 0 0-2-0 1-2-5349 00 - حب رل 
ومحور الفواصل مستقيم مقارب للخط ,0 في 71 وفي جوار 05+ لدينا 
جوار 0ه0-. 0ج تم بوورن] 7م ونا 
0+ ج نر لجار 


وفي جوار 50+ لدينا ومحور الفواصل مستقيم مقارب للخط ,0 في 


21200 . 20 . 
يي بي لي اا جوار 005-+. 
ا التابع ممعدة متزايد ثتمامآً لس 5ا. ومنه . التابع ممعرء متناقص نيام 5 *. ومنه 
جدول التغيرات الآتي: جدول التغيرات الآتي: 


م6- 0 م- 


نجد في الشكل الخطوط البيانية ,© الموافقة لعدّة قيم للعدد م: 





.ل فمات 


في حالة عدد حقيقي + موجب تماماً ومختلف عن 1. عرّفنا في وحدة التابع اللوغاريتمي التابع 


,10 المعّف على *1 0007 سم - () بعه1ء فما العلاقة مع التابع الأسي بالأساس 0 


10 
الذي رمزنا إليه رمع ؟ 


في الحقيقة» أي كان 6 < بن كان 7 2 ام 55 (:2) م108 ه صلم (2) ربعه1 رمه . وفي خانة :2 من 


جد زه موده 6 ون 1 
110 110 





6 





نستنتج مما سبق أنّ ,مه هو التابع العكسي للتابع ,106» فخطاهما البيانيان متناظران بالنسبة إلى 

منصّف الربع الأوّل 5 الذي معادلته ‏ ح ن. 

بوجه خاصء التابع ”10 جه 2ه : ورهده هو التابع العكسي للتابع اللوغاريتمي العشري 108. 

* هناك خاصّة تناظرية مهمة هي الخاصة الآنية: إن الفطين | // ١‏ ]1-5 
البيانيين ,0) و,/© متناظران بالنسبة إلى محور التراتيب. . 
في الحقيقة: 

م /1) (ه/)سامى ب (مصا-)(هاى ب شصامم ب تن 
فنظيرة النقطة (11),07 من ,0 بالنسبة إلى محور التراتيب هي 
النقطة (* (1/0),:-)11 من ,© . 


وفحدد- 


استناداً إلى التعريفء لدينا 60172 - ()/ عند كل عدد حقيقي :2 . 





* في جوار 0ه- لدينا ("6(م)» حت > ()/ حيث #(1<2) - (2)::. ولما كان 
مه- ح (تنانهة جنا و0 ح "عنن مز[ 


استنتجنا أن 0 - (ه)ر معنا ء ومحور الفواصل مقارب للخط © في جوار 00-. 
* في جوار 00+ لدينا مد - (0)/ _«ذا . 
" التابع / اشتقاقي على 1 ولدينا 
ل لي ارس لكر نل اكير ان لكر ارلا 


إذن إشارة ()// تمائل إشارة #152 +1 الذي ينعدم فقط عند 0 0 1510 
: 








53 اك 
00 بسط كتابة كل من العددين ما 3 ح كر و4صسا2 ح بر. 


© حل في كل حالة المعادلة أو المتراجحة المعطاة: 
© 35 - لهم © 48051 د35 © 4< 33 


3 


7 1 < 4 © 


1 8 522 > 555 © ->ه 
3 3 07-7 


© فيما يأتي حل كلا من المعادلات والمتراجحات المعطاة 








09 وات اكتكوعن لووا و كه 5 ومن 47 
89 15د 056955 1ح ط1كقويى 0< 13عد #وع 0ت 2112 
9 ماح مويو وعد 1101ور يو 7 دوجوو ب 1ن 
© ليكن © الخط البياني للتابع / المعرف على 1 وفق 2-28 ح (بم)م. 
© ادرس تغيرات /ر. 
© اكتب معادلة 4 مماس الخط © في النقطة التي فاصلتها تعدم ()'/ . 
© ارسم في معلم واحد المماس 4 ثم الخط 6 . 


2 


© 5 -ح ر(مار ©6 0 35 - ر(جما/ر © تطم ح رزجوا)م . 
© حل في 1 جملة المعادلتين: 
)01 9ح 85 
 )2(‏ 3لمه4 - 3# ب 3# 
© إذا علمت أنَّ 60 < 4 و 0 < 5 » فهل صحيح أن عام مصاي ؟ 


ليكن / التابع المعرف على «1 وفق +١2‏ - (5)/ . ادرس تغيرات / وارسم خطه البياني. 


© ليكن © الخط البياني للتابع م/ المعرف على 1 وفق 2212 4# ح (2)م. 
© ادرس تغيرات / ونظم جدولاً بها. 
© ارسم 6. 

9 ليكن / التابع المعرف على 1 وفق ”2 <<( --1) > (5)/ . ادرس تغيرات / وارسم خطه البياني. 





0 





© معادلات تفاضلية بسيطة 


6 . معردات جدددة 


أن نحل على مجال 7 المعادلة التفاضلية هه - :,[0 عد 0) بالتابع المجهول :» هو أن نعثر على 
جميع التوابع / الاشتقاقية على 7» والتي تُحقق في حالة ‏ من 7» العلاقة ()/ه - ()"/ . يُسمّى 
مثل هذا التابع حلا للمعادلة التفاضلية م - /. 


6. حل[ المعادلة هم - “رب ى حالة 0 --01 


© مبرهنة 10 


إن حلول المعادلة التفاضلية /ه - /,[0 ع ») على 18ء هي التوابع 0 +« : ,/ حيث / 





عدد حقيقي 5 

من الواضح أولاً أن كلّ تابع من النمط ,مر هو حل للمعادلة التفاضلية لأنّ 
(ندا به - تمزه ح (نه) 1 
وبالعكسء لنتأمّل تابعاً م/ معرّفاً على 1 يُحقّق المعادلة التفاضلية» ولنعّف #-6(م)/ جم : و . عندئذ 
يكون لدينا ما يأتي: 
0 ع- تلع زمره - ره[ ) - تتعره) (نه)] + 25 ورمه)'] - (نم)'و 

إذن و تابعٌ ثابث على 18 لأنّ مشتقه معدومٌ عليهاء واذا رمزنا بالرمز # إلى قيمة هذا الثابت استنتجنا 
الو ركادار. 





(1,ه) فيوجد حل وحيدٌ / معرّف على 1 للمعادلة التفاضلية ريه - “:,[0 عد »)» 


يحقق ٠‏ ح (0)/ . 
في الحقيقة» إنّ أي حل / للمعادلة التفاضلية المعطاة» هو من النمط 6م ب١+‏ : /ء بقي أن تُعيّن قيم 
# التي تجعل « ع (,ة)/» أي ن - “وم أو 0 من - 8. وهنا نجد أنّ قيمة واحدة للعدد / 
وفقط واحدة هي التي تحقّق المطلوب إذن 0(7-“ءريع ب + : ثم هو الحل الوحيد المنشود. 


6 








7 مبرهنة 11 


إن حلول المعادلة التفاضلية لم جح ا 0,6 عد 6 على .2 هي التوابع 
0 


خرح ازور جد ره 1 3 
0 


من الواضح أولاً أنَ كلّ تابع من النمط ,و هو حل للمعادلة التفاضلية 8+ بهم - “ن لأنّ 


0 
6+ م09 - 3 0 106 - 8 
0 


وبالعكسء لنتأمّل تابعاً © معرّفاً على :1 يُحقَّق المعادلة التفاضلية» ولنعّف 50" 
0( 
عندئذ يكون لدينا في حالة عدد حقيقي ما يأتي: 
(نهاره ع 6+ ر(نهاوه - رهم)'و ح- (م) "1 
إذن 72 035 للمعادلة بره ح '”نء» فهو إذن من الشكل مم جاسن حيث بم عدد حفيقي», أو 
0 


)يو - 2 - “مز - (م)و. 


47 تسدزية 
(0 حل المعادلات التفاضلية الآتية: 


© بنقة ح رن © 0 -- 2 ل رن 
© 5 ح 31 © 3-0 د20 


© في كل حالة عيّن حل المعادلة التفاضلية الذي يحقق الشرط المعطى: 
© ,2 ح '“يء والحل م يحقق الشرط 1 ع (0)/ . 
© 0 ح ,و5 + “يوء والخط البياني 2 للحل يمر بالنقطة (2,1-)4/. 


© 20-0 + “نو وميل المماس في النقطة التي فاصلتها 2- من الخط البياني للحل يساوي 


سم | وخ 


© حل المعادلات التفاضلية الآتية: 
© 2+1 ح دن © 2 - /ريقة درن 
© 1-, -ح ,2 © 1-0 /رهقة3 د27 





6 








1 











الخطان البيانيان للتابعين 12[ و م2© متناظران بالنسبة إلى المستقيم الذي معادلته ‏ ح ,ع. 

يساعد التابع 0ه في حل المعادلة 2م[ -, بالمجهول 2: ام ع نوجه 1 م[ ح نع. 

هو العدد الذي لوغاريتمه يساوي :م - م1 أياً كان 18 © . وفي حالة خاصة 
1 - ع م1[. كما أَنَّ وك لعفي حالة 0ح رن 

أساسيات التابع الأسي: 

5 © عددٌ حقيقي أياً يكن العدد الحقيقي 1» وهو موجبٌ تماماء ثم إنَّ 1 - 0ع. 

01 تخد روه ] د #واوق 0 > رجه اه تمن 

83 جره متزايد تماماً على 11 . 


8 0ح تع 111 وهممل ح 5ع 1نخ1] . 


0 جرع 0ل ج رق 
التابع معده يساوي تابعه المشتق: معنه ع /معيره . 
مجموعة تعريف التابع (#)ناع جارج هى مجموعة تعريف التابع (ا)ه جابجع. 
التابع مه يفيد في تعريف قوة حقيقية ( قد لا تكون أعداداً عادية ): 


0 ا 6 


- (مساقامت - ”٠ه‏ (0 < هو 12اء (). 
قواعد العمليات على القوى الحقيقية منسجمة مع مثيلاتها على القوى الصحيحة. 


مهما كانت 7 فإِنٌ "نه مهمل أمام © في جوار مه +أي مهد - كك ومنل . 


كبن وودل حر 


لتبسيط عبارة أو تحليلها إلى مضاريبء تذكّر أنَّ "(”6) - ”ع . 

تذكّر أنَّ “6 لا ينعدم وهو موجب تماماً أي تكن العبارة :0. 

لحل المعادلة (#”م - )“م أو المتراجحة (©”م < (©“م, نحل المعادلة (به)ن - (ه)نه أو 
المتراجحة (2)ن < (2)؛ . 

تذكر أنّ أية قوة موجبة ل مهملة أمام 6 في جوار مهل »ء ولذا 


6 . 41 : 
مل - ل :ن1ن1][ و 00ح - :1112| . 
من مهدح “ام هودجو 


وهذا مفيد عند حساب النهايات فى جوار مه ل . 





26 





لحساب نهاية التابع م ”5م جا م:/ عند م0+». نكتب (5-)ت د رمال وان 


6 


ات تل © ادن 1- | -1 دنا . ولمًا كان مم/ - تم 22ز[ ٠‏ استنتجنا أن 


3م مملج عو 6 ممدجع 0 عجر 
مد ح (ه)/ر مطنا . 
0 ل+لج بر 


و 
00 


إلى 00+ . 
إكقال ]| لحساب نهاية التابع ‏ ل 75 م جا : / عند مه-»؛ نضع - ع ,ه فيكون وود كن اال 
ويكون 0 - 4 - ()/. وبناءً على المثال السابق» لدينا مم+ - (»- *م) ملا » إذن 
معلل ح (ه)ر دنا ٠‏ 
8 فى حالة )”م ح (2)ثرء لمعرفة إشارة (2)”/رء ادرس إشارة (©)'له. لأنّ (تالات (يو)"به ح (بم)'/[ 


و جد لقالا 

"ا تذكر أنّ «”0 » هو (”“"م حيث هم[ ح (2م),ه. والتابع (”م جم + : ثم في الحالة العامة» له 
تابع مشتق معطى بالصيغة (5©"م١٠‏ م1[ ١‏ (م)"ه ح (نه)'/ عندما يكون 0 اشتقاقياً. وفي حالة 
ح (نه)/ خصوصاً يكون “6000 ما ع (5)”/ . 


"ا لا ترفع عدداً سالباً إلى أسِ غير صحيحء فعلى سبيل المثال ليس للرمز 2(7-) أي معنئ. 
" لا تعتقد أَنَّ مشتق التابع “و ع (ه)م هو 5-1وم - ()'/ لأنّ ‏ هو أس القوة. 


1 ل 7 أن 17هم ب 7ج ل تع, 








ع 
ا ع ! “3 


نشاط 1 إحاطة العدد النيبري © 
نهتمٌ في هذا النشاط بإحاطة العدد النيبري © باستعمال متتاليات» ونهتم بسرعة تقارب هذه المتتاليات. 
© إحاطة العدد ع 


ليكن / التابع المعّف على إهه+ ,1-][ بالصيغة 2ه - ( + 1)م1[ ع (:ه)/ . 
60 ادرس تغيرات التابع /» وا ستنتج أن نه >> (ه + 2)1آ في حالة 1- < . 
© ليك عدداً طبيعياً أكبر أو يساوي 0 
1 1 
. تحقق أن - عنصر من ]0,1[؛ ون --- عنصر من من 1,01 -[. 


«. بالاستفادة من نتيجة © استنتج أنّ 



























































. 41 + 12|1آ ومن ثم كن 
1 1 
71-1 
1 0 1 1 1 
- _ 0[ ومن نه م 35007 خيراً م < دك ]1 اد 
7+1 7+1 0 اند 4 - 
71-1 1 
0 5-6 1+2 (+*) 
1 1 
© ليكن « عدداً طبيعياً موجباً تماماً. وليكن 0 و7 التابعين المعرّفين على [0,1] وفق 
الور 57 0 
00 ا ار كت زنداو 
1 
7 م ل (به)و ح (نهام 
210 
6. ادرس اطراد كل من التابعين 6 و85 على | 1 واستنتج أن لاو ف لاح اا 
استنتج أن 
1 1 1 1 1 1-1 
اك ال كاد ا اد 2-2 (+*) 
2١ ,! 1 1(‏ !1 21 11 
© تطبيق 
200 1 1 1 1 
لنتامل المتتاليتين اا 1 يس ا الاتيتين: ل 1 حت رلا ول ا ل 0 
م - 71 1 ا ا 
ل نا الم نان رصان على 111 
7 70 








0 ره ع > 0. أي المتتاليتين أفضل لحساب تقريب للعدد م2 


2 


١ 2‏ ا 5 25 3 
ستنتج من (**) ان زاشاة 








لان شردات وسائل 


ا( في كٍ من الحالات الآتية» احسب التابع المشتق للتابع / على المجموعة 7 المشار إليها. 








4 #و(2 - 2جه) ح (25)/ ,1 ح [ | © قو “مت رهاز وأمم كرا > 1 
8 عيوب نوات زمار 2 2 |5 عيذ بح زور 1101 72 
40 
9 لك ممم به - | ه “امه - زم ,8401 - 7 
* م ل1 
29 67 + )ما ح (ه)/ ,18 حر لتو رك رو إومك ,0 جر 
© ت5ع(2وم + تدصزة) ع (7)5 ,1 ح [ر 1ك ويب 25م )زيل ت زور 8 2ت / 





© 6 هو الخط البياني لتابع / معرب على 1 وفق ” +(5 + :مه) - ()/ » حيث + و 6 عددان 
حقيقيان. اعتماداً على ما تجد في الشكل: 


© احسب قيمة كلٍ من 0 و6. 


© احسب ()”/» واستنتج إحداثيتي النقطة 1, الموافقة للقيمة 2 


الكبرى للتابع 2 
© أثبت أنّ محور الفواصل مقارب للخط © في جوار مه . 
© ارسم الخط البياني © للتابع الأسي م«ه. ثُمّ استنتج رسم الخط البياني لكلٍ من التوابع الآتية: 
6 2 ”م برجن :ري © 25م ] جاتجج: و © 5م ]إجارجس :م 
© ليكن © هو الخط البياني للتابع / المعرف 
0 ما نهاية / عند كلٍ من طرفي مجموعة تعريفه؟ 
© ادرس تغيرات / وارسم 0). 
5 5 5 1 أ ا 215 3 0 
© و هو التابع المعرف على 72 وفق - كار ثبت أن (-)/ ح (م)وء ثم استنتج 
6 
رسم الخط البياني للتابع 9 انطلاقاً من 6. 
© في الحالات الآتية بِيّن أنَ الخطّ البياني © للتابع م/ المعطى على 1 يقبل مُقارباً مائلاً 2 
عيّنه وادرس الوضع النسبي لهذا الخط بالنسبة إلى 0 
معد تدصرو كح رن ار © 5 م4 + 1 + : ح (ه)/ر © تمن +2 + هم ح (:ه)/ 


اك > 












ح (نه)/ . 











0 





© بين أذ الخط البياني © للتابع / المعطى على 1 بالصيغة (*6 + 12)8 - (0)/ يقبل خطين 
مقاربين أحدهما أفقي والآخر مائل يُطلب تعيينهما. 

© ليكن © الخط البياني للتابع / المعرف على 2 وفق - م 
0 لماذا المستقيمان ,4 الذي معادلته 2  -‏ ويك الذي معادلته 3- - , مقاربان للخطا 0؟ 
© ادرس تغيرات ونظم جدولاً بها. 
© اكتب معادلة المماس 7 للخط البياني © في نقطة تقاطعه مع محور التراتيب. 
© ادرس وضع © بالنسبة إلى 7. ثم ارسم في معلم متجانس ,4 و ,4 و 7 و6. 

((© يكن 6 الخط البياني للتابع / المعرف على 12 وفق 1(6# - #) - ()/ . ادرس نهايات التابع 
عند أطراف مجموعة تعريفه» وادرس تغيرات / ونظّم جدولاً بهاء كُمّ ارسم 0 . 

6 ليكن © الخط البياني للتابع 'م/ المعرف على 1 وفق +« - 6م ح (2)مر. 
© جد نهاية ثم عند أطراف مجموعة تعريفه. 
© بيّن أنّ المستقيم 4 الذي معادلته :- - ,ه مقارب للخط 0؟ 
© ادرس تغيرات / ونظّم جدولاً بهاء ثم ارسم 4 و 6. 


© يكن الخط البياني للتابع / المعرف على وفق - 2 2 5" 
- بات 5م 


© جد نهاية م عند أطراف مجموعة تعريفه. 

© أثبت أنَّ المستقيم 4 الذي معادلته 1-” -,؛ مقارب مائل للخط 6 في جوار مه + . 

© أثبت أنّ المستقيم /4 الذي معادلته 3 + -؛ مقارب مائل للخط 0 في جوار مه-. 

© ادرس تغيرات / ونظم جدولاً بها. 

© اكتب معادلة المماس 7 للخط البياني © في نقطة تقاطعه مع محور التراتيب. 

© ادرس وضع © بالنسبة إلى 7. تم ارسم في معلم متجانس 4 و 4 و7 و6. 
11 ليكن / التابع المعرف على 1 وفق 2 -7 - ”26 ع (2ه)/ . 

© جد نهاية ثم عند أطراف مجموعة تعريفه. 

© ادرس تغيرات ونظم جدولاً بها. 

© استنتج من © أنّ للمعادلة 0 - (5)/ جذرين» أحدهما يساوي الصفر. 

© نرمز إلى الجذر الآخر للمعادلة 0 - ()/ بالرمز» . أثبت أنَّ 1- > » > 2-. 

© ادرس إشارة ()/ تبعاً لقيم :. 


262 3 


3 














6 











نسل البحث ما © 


007 


ليكن ,© و .© الخطان البيانيان للتابعين الأسي مه واللوغاريتمي م1 بالترتيب. أيقبل هذان 
الخطان مماسات مشتركة ؟ 


99 نحو الحلّ 


0 


8 


لنرسم الخطين ,0 و ,© ثم لنتأملهما. كم مماساً مشتركاً لهذين الخطين برأيك؟ حاول أن ترسم 
مماسين مشتركين أترى غيرهما ؟ 

لنتأمل مماساً ,1 يمس ,0 في النقطة (“4)0,6» ومماساً ,1 يمس .0 في النقطة (6صا,ة)8» 
0 < 5. ثم لنبحث عن الشروط على © و5 التي يجب أن يحققاها كي ينطبق المستقيمان ,7 
نك 


1. اكتب بالصيغة 0 ح به ل و8 ل بوبه معادلة للمستقيم 7 وأخرى للمستقيم 1+7. 
د. أثبت إذن أنّ العبارتين الآتيتين متكافئتان: 





© المستقيمان +7 و ,7 منطبقان © 2م ن اك 0 





و 2 
[ ل نم 
يبقى علينا معرفة إن كان ثمة عدد حقيقي + يحقّق 4-7 - *-م. لا ثحل هذه المعادلة جبرياً. 
١‏ عاك 0 





هذا يدفعنا للتفكير بدراسة التابع / المعرف على (2104-1 وفق حك مم ب (مالر. 


46 
1. ادرس تغيرات / ونظم جدولا بها. 
2 استنتج أنَّ للمعادلة 0 - (5)/ حلّين فقط ,ه ويه. 
5. أثبت أن 


0 - رم لك 





+ (#2-ام في حالة (1-,1) © ه 


7 ع س 
لح جيل أن ولا - إل ٠.‏ 





تابع الو 


ليكن ٠‏ عدداً حقيقياً غير معدوم. نهدف إلى دراسة التابع ,2 المعرّف على ]0ه ,0[ بالصيغة 
7ك وار رء 





ات 





99 نحو الحلّ 
4 تذكر أن لاحم - (به) س فالتابع 2 من النمط (#”م ب د حيث :مايه - (:د)ن. 
1. عيّنء تبعاً لإشارة 0» جهة اطراد التابع »» واستنتج جهة اطراد .7 . 
2. ادرس تبعاً لإشارة © نهاية .2 عند طرفي مجموعة تعريفه. وبيّن أنّه في حالة 0 < 0 يمكننا 
أن نعرّف 0 - (2.)0 فنحصل على تابع مستمرٌ على ]مه+ ,0] في هذه الحالة. 
4 لندرس اشتقاقية التابع ‏ 2 . 
1. أثبت أنْ ,2 اشتقاقي على ]مه-+,0[ وأنّْ , طك - “/2 أو كما جرت العادة أن نكتب 
كروي ح /(كب) . 
2 نفترض أن 1 > » > 0. وأئّنا عرّفنا في هذه الحالة 0 - (0) 2 . احسب نهاية نسبة التغير 


الل اش كر اناري لون هن نس ؛ 


46 
3. أعد السؤال السابق في حالة نفترض أنّ © > 1. 

5 أتبت ,,2 ح ره ,2. وبوجه خاص 2,4 هو التقابل العكسي للتابع ,2/. في حالة عدد 
طبيعي موجب تماماً 7 نسمّي التابع ,,2 تابع الجذر من المرتبة ٠7‏ ونرمز عادة إلى "/1م 
بالرمز /4» فيكون 8/5 + :د التقابل العكسي للتابع ":ه ب المعرّفين على المجال ]0ه-+,0[. 

#0 مقارنة تابع القوّة بالتابعين الأسّي واللوغاريتمي. 


5" أثبت أنه في حالة 0 < .٠ه‏ يكون مضا سنا ىو ١-0‏ مهل 20 | سل 


من هوعدجديرر جع 


1 أثبت أنه في حالة 0 < ٠ه‏ يعون مد - دك مننا و و مطنا ٠.‏ 


مو لجر 


3 م لج بر 





حل كلا مخ المعاد لانت أو المخراجححات: الأقية: 











هك مي ده © هعم+1- كك بتم 
1[ ثم ًِ 
© 5 03 م 3 10 (© 0 - 1 _- 6 _- 00 
© - م5 _- 00 15 5211م © 00 0-1 
ول 3م ]بل 22م 
>4 اح لوووك لوو بح انتم 








© في كل حالة آتية» جد الحل المشترك لجملة المعادلتين. 


اين ل ل نافع 1 ح رع ] نه ْ 


© © ثم 


6 20 الى 220 
م4 ح لام ل 262 9 ح ريه () ح- “26 00-2 


1 5 . 0 1 
ليعن 6 الخط البياني للتابع 1 المعرف على 5 وفق الام ار 


© ». بيّن أنّ التابع / فردي» ادرس تغيرات / وارسم © . 
. اكتب معادلة المماس 7 للخط © في المبدأء وادرس الوضع النسبي للخط © والمستقيم 0. 
© 0. ليكن 7 عدداً حقيقياً. أثبت أنّ للمعادلة +7 - (5)/ حلا وحيداً في 1. ليكن ٠‏ هذا 
الحل. 
أتثبت أن المعادلة 7 - )م تكافئن 1-0 ”مس2 25م. ثم استنتج أن 


(1+ له + «م) صا ح بن . 


09 ليكن © الخط البياني للتابع / المعرف على 121١10(‏ وفق |#|سا+ 6 - (5)/ . وليكن 9 





© ادرس تغيرات و واستنتج إشارة لكك على (5:040. 
© ادرس تغيرات / وارسم الخط 0 . 
© أثبت أنّ المعادلة «7 - (5)/ تقبل حلّين مختلفين أياً يكن +7 من +1. 
ليكن © الخط البياني للتابع 'م/ المعرف وفق (1 + #م - 5#م)م1 ع (2ه)/ . 
© تحقّق من كلٍ من المقولات الآتية: 
/ معرّف على 12. 
يكتب (2// بالصيغة (22-م + 5م )م1 + 25 ع (ه)م . 
». المستقيم 7 الذي معادلته 2 - نه مقارب مائل للخط ©. 
الخد © يقل عمايدا وحيذا لك موارن مكو النوراسل. 
© ادرس تغيرات / ونظم جدولاً بها. 
© اكتب معادلة المماس 7 للخط البياني © في النقطة التي فاصلتها 0 منه. 
© ارسم كلا من 4 وى و 2». ثم ارسم © في المعلم ذاته. 





6 








ليكن /, التابع المعرف على المجال 12 وفق (#صا+ 3)”© > ()/ . 


© ادرس تغيرات (ه)”رت”6 جام : و. 


© استنتج دراسة تغيرات / . 


ادرس تغيرات التابع # المعرف على (125+1 بالصيغة كا 


بل حل 
السام : 


5 


(0© يكن 6 هو الخط البياني للتابع / المعرف على 1 وفق (1+ * ©6)م] - (2)/ . 

© ». جد نهاية م عند مه- وعند مه-+ . هل يقبل الخط © مقاربات غير مائلة؟ 
أت أنَّ (1 + تمع)ما+ مه ح (بم)] . 
». استنتج أنَّ الخط © يقبل مقارباً مائلآ» وليكن #» في جوار 0ه . 

© ادرس تغيرات / ونظم جدولاً بها. ثُمّ ارسم في معلم واحد 4 ثم © . 

© نرمز إلى نقاط © التي فواصلها 0 و1 و1- على التوالي بالرموز 4. و8 و2 . أثبت أنَّ 
مماس 0 في 4 يوازي المستقيم ((281). 


© عل مسي 


نتأمّل التابعين “ع جام : ثم و5 م جام : 7[ وخطاهما البيانيان 6 ون في معلم متجانس 


[0:,7). يقطع المستقيم المرسوم من (4)7,0, موازياً محور التراتيب الخطين ,© و ,© في 71 
و7 . بالترتيب. 











مه - ()/ وارسم خطه 








ارسم ,© و ي). 
© نرمز بالرمزين ,1 و 7 إلى مماسي © و ,0 في /1 و77 بالترتيب. اكتب معادلة لكل من 


7 و 79. واستنتج أنّ !7 و 77 متعامدان. 


© أثبت أنّ إحداثيتي 2ء نقطة تقاطع !7 و:1» هما اا 
© لتكن النقطة 7 منتصف القطعة [1/77]. 

». احسبء بدلالة +7» إحداثيي النقطة 1. 

. جد '1 المحل الهندسي للنقطة 7 عندما تتحول 7 في +1. 

ف “ارسم مجمرعة النقاط 1 في المعلم الذي رسيت نيه القطين. 0.0 
كاج احببع يد للة .ورومركات الشعاعين. "12 بن تار 


7. استنتج أنّ المستقيم (72) مماس للخط 1 في النقطة 7» وأنّ الطول 42 ثابت. 





2 








ابحث عن نهاية كلٍ من المتتاليات ,د,(,,) الآنية: 





ليكن / التابع المعرف وفق 1(6# - نه + 2نهم) ح (ه)م . ولتكن “مر - للار و “مر ح لامر و (ثام/ 
و... و1"1/ المشتقات المتوالية للتابع /ر (1 < 7). 
© احسب (17)5/ و ()120/ . 
© ه. أثبت أن “مراع ووو نل 7و) حارو كار مع 2 + ره جح ره و 07+ ر,ة ح إررة. 
0. استنتج أنَّ ,.» و ,5 أعداد عادية. 
© في هذا السؤال نريد كتابة ,4 و 8 بدلالة 7. 
أثبت أنَّ المتتالية (,0) حسابية. استنتج كتابة ,» بدلالة 7. 
تحقق من أنّ ,ه + يه + 0.0 + و_ر,ه + ر_به - ,5 (أيا يكن 1 < «) ثم استنتج كتابة 
بدلالة 7. 
9© معادلت قاضايد 
© لتكن (7) المعادلة التفاضلية 0 - ,3 + /2,7. عيّن جميع حلول (77). 
© لتكن (/27) المعادلة التفاضلية 1 7/ 2 ح ,3 ل /و2. 
0. عيّن كثير حدود من الدرجة الثانية م يُحقق المعادلة ('//2). 
بيّن أنه إذا كان و حلا للمعادلة /8) كان ثم - مو حلا للمعادلة (7)» وبرهن بالعكس» 
أته إذا كان م - و حلا للمعادلة (7) كان و حلا للمعادلة (/2). 
. استنتج جميع حلول المعادلة التفاضلية (/77). 


تتام المعادلة التفاضلية (2) : 26-5 ح و3 ل ن. 


© عيّن العدد ٠‏ ليكون التابع “-6م ب حلا للمعادلة التفاضلية (77). 








© ليكن + العدد الذي وجدناه في ©» وليكن 0 تابعاً اشتقاقياً على 1. نعرّف التابع 
م (نم)و جم به : 8 أثبت أن التابع و حل للمعادلة التفاضلية (7)» إذا وفقط إذا كان 
# حلا للمعادلة التفاضلية (7) : 0 - 37 + “ن). 

© حل المعادلة التفاضلية (7)» واستنتج مجموعة حلول (77). 


© نيكن عدداً طبيعياً أكبر أو يساوي 2. 


© حل المعادلة التناهيلية. 1 الأقيةه :اح روس أن 
7 


م 1 ١‏ 
عدي ين. عين عددين 0 و0 
(1 ل )1 7 


ليكون التابع 5 + :ده - (2)و + المعرّف على 1 حلا للمعادلة (2). 
». © أثبت أنّه ليكون تابع 7 معرّف على *1 حلا للمعادلة (2) يلزم ويكفي أن يكون و9- / 
حلا للمعادلة (1). 
© استنتج من ذلك حلول المعادلة (2). 
© ومن بينها عين تلك الحلول / التي تحقق 0 ع (0)/. 
© نتأمّل التابع ,/ المعّف على 1 بالعلاقة "/>م - ك2 + 1 ح (م) ,/. 


7 نتأمّل المعادلة التفاضلية (2) الآتية: 








7-1 

. ادرس إشارة “// » واستنتج جدول تغيرات التابع ,/ . أثبت على الخصوص أنّ التابع ,/ 
يبلغ قيمة كبرى /1 موجبة تماما يطلب تعيينها. 

«. أثبت أن الخط البياني ,© للتابع ,/ يقبل مُقارباً مائلآً ,0. أعط معادلة للمستقيم ,0. 


وارسم كلا من و0 وم). 











التكامل والتوابع الا 


٠0 


ا ال*صلية 
6 عض قواعد حساب التوابع ألا صا 
36 5 وختواضة 






د وحساد المساحة 
الحدء رد رديار 








التكامل أداة ليد همتة تفيد في العديد من الجالات التطبيقية والبحتة» في 
الميكانيكء, إذا عرّفنا القَوّة المؤثرة في نقطة مادية بدلالة الزمنء يمكننا انطلاقاً من 
المبدأ اه في التحريك معرفة تسارعهاء ويإجراء مكاملة يمكننا معرفة سرعتها 
بدلالة الزمنء ثم إجراء مكاملة أخرى يكنا معرفة موضعها بدلالة الزمن. 


بإجراء تكامل نعيّن مركز ثقل جسم وعزم عطالته حول محور ومساحة سطحه 
وحجمه. ويإجراء تكامل نحسب عمل فوّة متغيرة تنتقل على مسارء وبإجراء تكامل 
نحل العديد من المعادلات التفاضلية التى تصف العديد من الظواهر الفيزيائية. 


سنعقر في دراسة التكامل مُقاربة سهلة تستند إلى مفهوم التوابع الأصلية؛ حساب 
التابع الأصلى هوا لعملية المعاكسة لحساب المشتق » فا نحضل على سرعة متحراد 
الأصلي لتابع السرعة. 


إنّ إحدى أهم إنجازات هذه النظرية في القرن التاسع عشر إثباتها وجود تابع أصلي 
لكل تابع مسر على مجال» بالطبع هذا لا يعني بالضرورة إمكان حساب هذا التابع 
الأصلي بدلالة التوابع المألوفة الآخرىء فثلاً يوجد للتابع “م ج:: تابع أصلي 4 
على جموعة الأعداد الحقيقية ولكن نبرهن أنه لا يمكن التعبير عن © بدلالة التوابع 
المألوفة» ومع ذلكء ل يمنعنا هذا من حساب قيم © وجدولتها. 
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اتكامل والتوابع الأصلية 


© التوابيع الأصليةّ 


.1٠.1‏ تعريس وفواعد 


ليكن / تابعاً معرّفاً على مجالٍ 7 . نقول إِنَّ التابع 7 تاب أصليٌ للتابع 7 على المجال 7 إذا 
وفقط إذا كان 7 اشتقاقياً على 7 وكان (52)/ - ()"7 في حالة 2 من 7. 

" 3 - م2 جاه : 7 تابعٌ أصلي للتابع 2 جدج: ثم على 2[. 

"1 1 + 3م جه : # تابعٌ أصلي للتابع كروة حرن: ر على. 12 : 


#ال برين : #, تابعٌ أصلي للتابع ل جب ث : م على ]مه ,0[» وكذلك على ]0,مه[ . 
07 1 7 








"" مز ب : : 7 تابعٌ أصلي للتابع م على المجال [ه0ه- ,0[ . 
: 5 
"" (ه-)مز جه : 7 تابعٌ أصلي للتابع 0 على المجال |0,0-][. 
1 0 
5 و مم2 مر : م تابع أصلي للتابع ”م جم # : م على المجال |0 ,مه-[ . 


إنّ معرفة تايع أ لتاء مجال كاف لمعرفة جميع التوابع الأصلية لهذا التاء هذا 
آل معركة دايع أصبدي لدجم - حو اسه 5 بع 
المجال. وهذا ما توضحه المبرهنة الآتية: 


© مبرهنة 1 


ليكن / تابعاً معرّفاً على مجالٍ 7 . وليكن ”7 تابعاً أصلياً للتابع /, على المجال 7» عندئذ 

© كل تابع # + () + هه : ©: حيث 8 ثابتٌ حقيقيٌ» هو تابعٌ أصليٌ للتابع / . 

© أي تابع أصليٌ © للتابع /ء على المجال 1» هو من الصيغة 8 + ()7 - ()6 حيث / 

© أيآً كان ,نه من 7 و ؛ من 18ء فيوجد تابعٌ أصليٌ وحيدٌ © للتابع /» معرّف على المجال 
1» ويُحقق م8 > (رنه)©. 
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© إذا كان 7 اشتقاقياً على 7 وكان /م - “#ء كان من الواضح أنّ © اشتقاقي على 7 وأنّ 
/ - 6 
© وبالعكسء إذا كان 6 تابعاً أصلياً للتابع / على 7 استنتجنا أَنّ 

ا 
فالتابع 7 - © تابعٌ ثابتٌ على 7 لأنّ مشتقه معدوم على هذا المجال؛ فإذا رمزنا إلى هذا الثابت بالرمز 
# تحققّت الخاصة المطلوبة. 
© تؤول المسألة إلى تعيين الثابت / بالشرط ‏ + (رنه)” ح (رنه)6 ح ,بن أي 

ونه الاح روت 1 

فالتابع مه + (0ه)” - ()” ج :ده : © هو التابع الأصلي الوحيد للتابع / على المجال 7 الذي يُحقق 
0 > (ن:ه) © . 


9 في معلم متجانس (0,1,7)» إذا كان © الخط البياني للتابع الأصلي ()5 + به : 7 للتابع 
/» أسمينا © منحنيا تكامليآ للتابع /» وعندئذ ينتج المنحني التكاملي ,0 الموافق للتابع الأصلي 
م + (م)/ جاه : 7 للتابع 'م/ من © بانسحاب شعاعه 7/. 


ل ا 
التابع 2ه - 3ه جه :م تابعٌ أصلي للتابع 2 - 32 جم يه : ثم على ال 1/ 0 0 
8 . يُبيّن الشكل المجاور المنحني التكاملي © للتابع / الذي يمر بالمبدأ > المت 
(0)0,0» ومنحنياً تكاملياً آخر ,6 ينتج من الأول بانسحاب شعاعه 87. - ١‏ | | ©2// | 


عيّن التابع الأصلي الذي ينعدم عند 1 - للتابع 1+ م - 2ق جاه : م المعّف على +[ . 


من السهل التيقن أنّ « + 12 - 13 بم :م تابع أصلي للتابع / على 8» إذن يأخذ كل تابع 
أصلي آخر © الصيغة م ل م ل ا رودت 6 حنيث 6 ثابث حقيقي. التابع الأصلي المنشود 
ينعدم عند 1 - + وهذا يفيد في تعيين قيمة الثابت / : 6 + 3 - م +1 + *11 - "1 - (6)1 - 0ء 
أي 3 م + 12 - 3ب - ()ج هو التابع الأصلي المطلوب. 
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1 الرهيةالأساسية 


تعد المبرهنة الآتية المبرهنة الأساسية في نظرية التوابع الأصلية» ولكن إثباتها خارج عن إطار هذا 
الكتاب. 


7 مبرهنة 2 


ليكن / تابعاً مستمراً على مجال 7 . عندئذ يوجد تابع أصلئٌ 7 للتابع / على 7. 


تابع اللوغاريتم التييري 


00 ا مه ا 5 ُ 5 1 ا ٠.‏ 
تذكر اننا عرّفنا 10 بآنه التابع الاصلي الوحيد للتابع ود فلن خلا الذي ينعدم عند 1 72> :ن. 


إثبات أن تابعاً تاب أصلئٌ 
© أثبت أنّ التابع ولحو حم : م المعّف على ]مه + ,0] تابعٌ أصلي للتابع :هله جد به : / 
على المجال المفتوح ]مه+ ,0[. 
02 أيكون تابعاً أصلياً للتابع ولد عجرن :ع على مه + ,0]؟ 
الحل 
© علينا التحقّق أنّ 5 اشتقاقي على ]00+ ,0[ وأنّ (5)/ - ()”5 في حالة ه من ]مهد ,0[. 
التابعان 00 و جار اشتقاقيان على المجال | ]مد 0 فجداء ضربهما كذلك ومنه: 
1 2 2 
حول سه 2/2 - حك + بول ح (بو)"1 
(:2) 1 7 5 :2 
© ل ممكن. اغتماد. المناقشة 6 المجال ]هه+ ,0] لأنّ له جم ليس اشتقاقياً عند 
الصفر. لذلك نعود إلى تعريف العدد المشتق ونكتب: 
ص 2 _ 00" - رمم 0 
 - )( 5‏ 
إذن 0 - ()/ سنا فالتابع 75 اشتقاقي عند 0 و(0)/ - 0 -(7"0. نستنتج مما سبق أن 7 


اشتقاقي على 001+ ,0] ومشتقه / على هذا المجال» فهو إذن تابع أصلي للتابع '/ على ]مه-+ ,0]. 


ين بك نغبث أن تابعاً "7 تابع أصلي لتابع ثم على مجال 17 ؟ 


يكفي أن نثبت أنَ 7 اشتقاقي على 1 وأنّ ()/ - ("7 أياً كانت من 7. 
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7ه« تدر 


0 في كلٍ من الحالات الآتية» تحقّق أنّ 7 تابع أصلي للتابع / على المجال 7. 











0 م كد رن 0 عدازانا 22 0-2 
© تتصزة جه ح بوومكه ع (2د) / 6 2 رن 1 ح [ر 
2 
© ادك ار ٍ 4+ما 0-2 ا مه ,0| - 1 

1 3 
1 دوه 1- 
_ حار ان 1 ح ل 
لمش دمر اللتددهمم ,دم 
© 4م حت رار ,20 - 22 م[ م ح (:ه)"]1 أمه+,0| ح- [ 
© . رينا زر ب(تتصل)صا ع (ه)ر ]مه+,1] - ]1 
1 
9 الداحبان نر رقو ون يدوم 7-2 
"م حك 1 
6 مول ح يوام تعأ9 ح (بو)17 زر 


© في كلٍ من الحالات الآتية» تحقق أنّ 7 و © تابعان أصليان للتابع م/ نفسه على المجال 1. 
1ب ون سك 1:2 و7 جا 7 





© الح -ح ريبور تلت ح (بنه) 6 أمه+,1] - 1 
حار اين 
8 :د كوه ع (:1")2 : ح- () 6 أتدرع-| 1 
نه كقنه6 ل 
2 0 01 -_- 
ار امد هك 07 أمه+,ة| - 1 
5 - :4 و8 - 10 1 
: 
0 01 0 1-2 
2+1 (22 +201 
© 2 كصذه ع (1")2 © “ومع - 9 ع () 0 12 در 


© أيكون التابعان 7 و © الآتيان تابعين أصليين للتابع م ذاته على +1؟ 


:2ه طئة 2 - (32)سئة - (7)2 و © ”صنو3 - 2 صذة ع (6)8. 








© بعض قواعد حساب التوابع الأصليةّ 


2 التوابع الاصلية عض التوابع المألوفة 


تفيدنا النتائج المعروفة عن اشتقاقيّة التوابع المألوفة في ملء الجدول الآتي» الذي نجد فيه التابع 
الأصلي 3 للتابع # على المجال [1. 


2 512 جم برق 008 - جم 


جدول بتوابع أصلية لبعض التوابع المألوفة 
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تقودنا العمليات على التوابع الاشتقاقية» وتعريف التابع الأصلي إلى الخواص البسيطة الآتية: 


© مبرهنة 3 


© إذا كان و 6» بالترتيبء تابعين أصليين للتابعين م وم على مجال 7» كان 6 +7 
تابعاً أصليّاً للتابع 9+ / على المجال نفسه 7. 

© إذا كان ”7 تابعاً أصلياً للتابع /, على مجال 7» وكان ١‏ عدداً حقيقيّاً كان 27 تابعاً أصليًاً 
للتابع 27 على المجال نفسه 7. 


لين سوويا ايمرا كس جرودمل 91 


يكفي حساب تابع أصلي لكل حد من حدوده» نم نلجمع هذه التوابع الاضبلية: 


ليكن / كثير الحدود المعرف على *1] وفق 3ح ووو ده كرون س ريك كت :زه ر. تهدفب إلى حساب 
تابع أصلي للتابع / . لمّا كان كل حدّ من النمط ”مم ب يقبل تابعاً أصلياً على 1 من النمط 





ىك بم نوو | ستتتهنا ان وق - 2ن + 23 - 4: جب : 7 تابع أصلي للتابع 7 على 1. 


حطوواح مي 


في كل حالة من الحالات الآتية» جد تابعاً أصلياً 7 للتابع / على المجال 7 : 
1 








2 كر 0,مه-]| ع[ وكضةت رار 2 ر 
3 
© تتقتزة » نتذووة 2 رز حدر 42 00 أمه+,0| ح- [ 
3 
هه لك شه مم ,إمبوز-م |© هسم - مم ,إعبرع]| دم 
5 5051 
الكل 
1 7 01 0 2 
© هنا 3م ح (2)/ . فيكون ‏ -  -‏ 2 - با :يم تابعا أصليا للتابع '/ على المجال 
200 2ت 1 د83 
|[6,0ه- ]| . 
> 1_1 ا . 1]1 1 0 
© نكتب 23- - 2 - (2)/» فيكون قد |1 م1 مره :م تابعا أصليا للتابع '/ على 
كك 1_2 2 برسي . 7 
٠‏ 29 بعتب 04 7 . ٠.‏ 
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© كما في الحالة السابقة نستفيد من الدساتير المثلثاتية لنكتب 
4 -- - 6 7 - 20 - :512052 - ( لل 0002 ح رار 


فيك 5 2م 2 + ووو كد م به : فر كابعا أصلياً للتابع 1 ل 2[ . 


ها كب بك .8 د وال فيكون و5 - م31 جه : 7 تابعاً أصلياً للتابع '/ على ]0ه- ,0[. 
38 


© نكتب 2- /» فيكو 1 1م أن كر كابعا أصليا للذا 
راثي + - ح -_- جرج : "'ر تاد يا للناد 
م ل 4« 9+1 3+1 3 








© نكتب 2-1 مه + 1 ع (2)رء فيكون نه - وصة جرم  :‏ تابعاً أصلياً للتابع 7# على المجال 


اه 
2. قواعد عامة 


يلخّص الجدول الآتي حالات مختلفة لاستعمال قاعدة اشتقاق تابع مركب في إيجاد صيغة تابع أصلي. 


7 
0 2-2 كك . درف ]2 
7+1 وفي حالة كون 1- > 7 يجب ألا ينعدم 4 على 7 
/ 
3 (1-,10 # به و0 < 'ه على [ 
000 


9 بوجه عام إذا كان ”7 تابعاً أصلياً لتابع /, على مجال 7 وكان ” تابعاً اشتقاقياً على مجال 


7 ويأخذ قيمه في 7 كان (7)0 تابعاً أصلياً للتابع (0)// 
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ا 


في كل حالة من الحالات الآتية» جد تابعاً أصلياً 7 للتابع / على المجال 7 : 


7 








0 'ركحنويافه كن رفد ند رار باعل اذ 0 كت رو ار |3-,هه-] - [ 
1 
امه ل 00 1 22 10 00 
© لكام 2 -م |[© حك - (م)ر ]مه +,1] - ]1 
© تعد - (ه)] 1 ح ,م | © د > روار أمه+,1] - 1 
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© هنا نلاحظ أنه إذا وضعنا 5 + بم4 - 2ه ح (م)ه كان (2 - )2 ح (8)/,ه ومن ثم 


9 / 1 
(س) رمس - زمر 





عليه بك '(020) 1 برب تابعاً أصلباً للتا أ 4 مم1 
وعليه يعون د صر يا للتابع م على 22ء أو 5(4 + 44 > (ه)” . 





8س لسوت شكرن - م1 ل يسم سينا 
ل الا 


أن | *(3 + م) )صا ح (8 - )م21 مه : 7 تابع أصلي للتابع / على ]3-,0ه-[. 
ٍ / 
© هنا نضع 3 ++ - 5ه ح (5):» وهو موجبٌ دوماء فيكون - م ولآن 0 < ه على 1[ 
20 
استنتجنا أَنّ [8+ نه - #2 )سا - (م)ن ما جه : 7 تابع أصلي للتابع # على 1 . 


0 هنا نضع مجدّداً 2-1 ع (#©#)نه فيكون 1 ع (2) 1 ويه +1 -2 ومن نم 
/ 
كد ع ددا يدك )0 
(:2)لا (:2)لا (:2)لا 
وان 0 < به على إمه + ,1 - 7 استنتكنا أن 2 ك1 حون 5 كت نز حك ررم نهم[ 3 جسرره :"1 تامع 
أصلي للتابع '/ على ]مه - ,1[. 
© نضع 5+ - ()/»ه فيكون انم . (ه) ابو - (#)ر» إذن خخ م ب :7 تابع أصلي 


© نضع 102[ - (25)ره فيكون 





(ه) ا 
[:2)لا 
تابع أصلي للتابع م على ]مه- ,1[. 





ح (#6ثمء و0 < هه على إمه -+ ,1[» إذن (2 ص1)مصا جرج : رز 
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هه تدر 


0 في كلٍ من الحالات الآتية جد تابعاً أصلياً للتابع ()/ :+ : / على المجال 7. 


© 22+3 - ثتجت ب توق ع (نمام 

















9 7 ح- (28)/ 
© 3 - 0 دول ح زمار 
9 متب - (ما/ 
0 و 7 - ()/ 
0 بم - (م)/ 
9 تح رمم 
0 للق رمم 
9 للد - رمم 
م لدم 


© في كلٍ من الحالات الآتية جد تابعاً أصلياً للتابع ()/ :+ : / على المجال 7. 


0 
6 


005 


© 


اللتجدودا ل 
1 5 310 1 


:و3 *ومه ح (2د) / 
كك رار 


وا حت رروار 


1 


ح (نه)/ر قم | 7 1 
تر 





82 ]م 

]م + ,0| ح زر 
]6,0 -] ع ل 
بأمه + ,1| ح- [ر 
1 حرمه-]| ع[ 
]م0 ,1| ع [ 
]هه[ - 7 
بأم لد ,0| حر 
|6,2-] -[ 
]مه + ,| - 1 


+8 زم 


7 2 





© سنس ومن ح (تدار 1 - 1 
© سم ح (بجمام ]+10 - 1 
©6 دام ح (بم)/ ]+10 -1 
ه سكير -(مار ,ذ.ه-[-7 
© حعكتب - ر(مار ,]3/.,ة/-|[ - 1 











© التكامل المحدد وخواصم 
3. تعررف التكامل الحدّد لنابع مسسمر على مجال 


7 مبرهنة وتعريهم 4 
ليكن / تابعاً مستمراً على مجالٍ 7» وليكن ”7 أحد توابعه الأصلية على هذا المجال» وليكن 0 
وه عددين من 1. عندئذ لا يتعلّق العدد '| ()7] - (4)/ - (7)0 بالتابع الأصلي المُختار 
للتابع / . نسمّي هذا العدد التكامل المحدّد للتابع م من © إلى 5» ونرمز إليه بالرمز 


0 0 
1] أل ضدره)/ ل 
إذن 


| )م 


0 








0 
- ()” - رما" - 1 | 


حيث 7 تابع أصلي ما للتابع 7 على 1. 
إذا كان 6 تابعاً أصلياً آخر للتابع / على 7» وجد عددّ حقيقي / يحقّق م + )”7 ح (م)6© أيا 


كاتنت» :ز هن 2+ وعندك 














فقيمة '[(7)2] لا تتعلّق بالتابع الأصلي المُختار للتابع /» لذلك يمكن اعتمادها تعريفاً للتكامل المحدّد 
للتابع '/ من © إلى 6. 
6 ب ِ 1 


* عندما نكتب 9(:)/ ]| فإنّ هذا المقدار لا يتعق بالمتحول #» ولذلك يمكن أيضاً أن نرمز إليه 


0 ِ 0 ِ 0 
01 | أو 5 | أو ... ومنه جاء الترميز 1 ] عند غياب الحاحة لذكر صيدة قاعدة 
إذا كان / تابعاً مستمراً على مجالٍ 7» وكان 4 عدداً من 7. كان التابع 1 | جام :7 


المعّف على 7 هو التابع الأصلي للتابع 'م/ على 7 الذي ينعدم عند © - . 


6 
































© 4-2-04+1-0)د- إم تم - مهنا - 2) | 
1- 1- 
0 6 
_- 0 
2 : 1413 قلاى! - تروط تيآ - عمف | - م جددم) | 
4 2 2غ ا ا ا 6 ِ 
2 3 
4 
4 8 
© 3123 - 3121 - 3103 - (1- م)هدة| - ميل ] 
2 1 ع نز 
: 
١ 1‏ 
© 1ع ثم لمح تم ديول ههه | 
0 4 


9 خواص التكا مل الحدّد لنابع ممستمر على مجال 
نجد في المبرهنة الاتية بعض الخواص البسيطة والمهمة من الناحية العملية. 


87 مبرهنة 3 


ليكن / و0 تابعين مستمرين على مجال 7» وليكن 4 و5 عددين من 7ء و2 عدد حقيقي. 


© وأ جر] دو + ل. 
6 رن 
0 0 
م لديل 
© في الحقيقة» إذا كان 7 و © بالترتيب تابعين أصليين للتابعين / وو على 7» كان 6 + 7 تابعاً 
أصلياً للتابع و+/ ومن ثْمَ 





[(0)© + (ه) ) - ((65)© + (7)0) - 16م 0 وال 
600 00 (0)©) م 1)00 - (7)0) 2 


0 0 
هل +1[ - 61+ , 


ونبرهن بالمثل النقطتين © و ©» وهذا أمرٌ نتركه تمرينا للقارئ. 





- 
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2 مبرهنة 6 إ(علاقة شال 5عادمهك) 


ليكن / تابعاً مستمراً على مجال 7» ولتكن م وة وء ثلاثة أعداد من 7» عندئذ تتحقق 


0 0 2 
7-7 ل+ اال 
إذا كان ”7 تابعاً أصليّاً للتابع /. على 7» كان 
17)0 - (7)6 د (ه)7 - )7 - 
0 0 
0-0 
ضح هلاحظة : يمكن تعميم علاقة شال بسهولة على مجموع أي عددٍ منته من نقاط المجال 1. 


حساب تكامللات محددة 


في كل حالة من الحالات الآتية» احسب التكامل المحدّد 7 : 
1 20/6 
© م10 + ه) د © ملنه “08 | 0 


7/2 | 
1 


ع ل 
0 


1ماء, 





كارا ةا 


 7)0( - 7)0( - |] 7 








© اناا >4 0 





الحل 
© نلاحظ أنّ التابع المُكاممل /, يُكتب بالصيغة 1(5/2- م) - *(1+-)/, - ()/ فله تاب أصلي 


7 + )2 ب نه : #زء ومن نَم 


1 
8 90 
0/9 -225/2-0 - 10101 )2 
5 رول 5 


© نلاحظ أن التابع المُكامل 'م/ يكتّب بالصيغة (605)22 2 + ح بن دومح - (2)/ فله تابع أصلي 





1 
- مه 17/2 + ه) | 2 
:1 





(:81)2 .7 1 
حت ب باج : ارو ومن 
1 7 وعن كم 
2/6 20/6 
7 
ناك 0 - بولج “وم 1 حل 
200032 4 . 20012 
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3_1 > اند >|_لانتلطة ,ع | - 
8 68 4 








© هذه هي المرّة الأولى التي نصادف فيها تكامل تابع يتضمّن قيمة مطلقة. نلاحظ أن 0 > 2-1 
على المجال [0,1] وأنّ 0 < 1- 2 على المجال 21 1 ان 
4 |1 - ا + مهد مال - مإ مما - 


2 
2 - سر #و - 1) 


2 














1 


© التابع المكامل / هو -ْ - (م)ر و0 > 3- على المجال [0,2]. إذن هو يقبل تابعاً أصل 
1 


( -215)8 جب # : 7 على المجال [10,2» وعليه 


2 
- 1212)3 - ( 
0 


- -083 











8 مساب الكانا بالدةة 


© مبرمنة 7 
7. عندتئذء أيَاْ كان العددان » وم من 7 كان 


1 0 
”سا ] د إساس] د وماس | 
في الحقيقة» لمّا كان نو .نه ل ن. “يو - "نه .ن) استنتجنا أن 00 تابع أصلي للتايع “.نه ل ٠‏ نا 


0 


نس - زا لعج انس أل 





0 


وبالاستفادة من المبرهنة 5 نستنتج أن 


[سس] د و أل سس الل 


وهده تكافيع العلاقة المنشودة. 


1 


احسب التكامل المحهدة | الر. 


6 


0 








الحل 

بوجه عام لحساب تكامل تابع مكوّن من جداء ضرب تابع أسي وكثير حدود نلجأ إلى التكامل بالتجزئة. 
حيث نسعى إلى اشتقاق كثير الحدود بهدف تخفيض درجته. لنوضّح هذا الأمر: هنا للتابع المُكامل / 
الصيغة 6 - (5)/ وعلينا أن نكتبه بشكل جداء ضرب تابعين: (:0/)2() . فنضع 























وعندئذ استناداً إلى عبارة التكامل بالتجزئة يكون لدينا ( ٠:‏ ]ل - 0م - 09 أي 
٠» 1‏ 1 
(*-6) | - (5 ع-)ج | - مه 56 | 
١ 00‏ 0 
رسا اك كك 
6 0 
3. حساب تكامل بعض التوابع الكسرية 
نهاك 





سنكتفي بدراسة مثال التوابع الكسرية 7 + : / حيث 4 كثير حدودء و8 كثير حدود من 
1 5 


الدرجة الثانية» واحدي (أي إِنّ حدّه المُمَيْطر يساوي 2)» وله صفران حقيقيّان مختلفان. أي يوجد 
عددان حقيقيان مختلفان ‏ و,ه بحيث (-7()0-) - ()8. نهدف إلى حساب 7/][ - 7 
حيث. .نو( غددان من أحد مجالات المجموعة .12١+75,7(‏ 
الحالة الأولى: نفترض أنّ 1 > 4ع16 . هنا نعبّر عن كثير الحدود (4)5 بدلالة كثيري الحدود 7 - :هم 
وي-2 عن طريق تعيين ثابتين 2 و/م يحققان 

لوفح جر رمه رو وال كر )ل 


هث و ٠ه‏ ير 95 
٠‏ 5 إي- 07 5 هي ان 0ه لله اه ل ٠.‏ هوباعءِع 0 0ه 


لم 1 0 1 0 )م 0 0 0 21 _- (دلك 00 ()/ 


-م 0 -ه ‏ (ه- ه)(» -ه) (مام 











وتؤول مسألة حساب /'”] - 7 إلى حساب تكاملات مألوفة لدينا. 
الحالة الثانية: 2 < مع»0 . نُجري قسمة إقليدية لكثير الحدود 4 على 2» فنجد 
(:ه)10 + (:ه)(م)0 ع رهاكل حيث 1 > (نه)! و06 


لم ع 0 مص 
+ ()© ح (م)رء ولكنٌ حساب 0ل[ أمر يسير لان © كثير حدود» وحساب 0 





يؤول إلى الحالة السابقة. 


6 








لتذامل التابع سح ا 00027" ها كان )راع وو اح تابس روب 5ن استنتجنا أَنْ 


وم وعد ذبن 


التابع / تابع مستمرٌ على .18١4-1,2(‏ لنفترض أننا نرغب بحساب التكامل المحدذد 


1 
1 1 
:سلتتا تت 5 اللت تت كر 
ل 2-1 ل 


لنبحث عن ثابتين 2 و//, يحققان عا ا له اي امام سي لاس 


4.0 لسري‎ ٠ 1 ٠ 320000 





1[+س 83 2-ج 3 (2 - ©) ]1 + ج) 
وعليه» لأنَّ 0 < 1 + :د على [0,1] و0 > 2 - :د على [0,1]» استنتجنا أن 





1 11 علطتا - رمم 

















1 1 1 
ملع +-وومع] ددم 1 0-1 

ا د 2 - 2 30 2-2-2 0 
1 1 1 

(1 + م)سااح- - ( - )ها - 
0 0 3 

ار ل إل 
3 3 


نهدف إلى حساب 


هنا نتأمل التابع كلتب يرن وز لما كان (2 + #)(1 + #) - 2 بق + 2ه استنتجنا أن 
زوق حك كور 


التابع / تابع مستمرٌ على (2-,1214-1. 
لحساب 7 نبحث عن ثابتين 2 وم يحققان :(2 )سم + (1 +5)<م - 1 + 25 . بتعويض 1- - 7 
نجد 1- - /رء ثم بتعويض 29- -«# نجد 3 - .عندئذ يُكتب / بالصيغة 
1 5 2 !ل 2) - (1 + )3 

(8+»- لجعة ور 





ال 00 
وعليه؛ لأنّ 0 < 1+ * و0 < 2+ على المجال [0,1] استنتجنا أنّ 


1 1 1 
1 ] - نمه 1 ]ة- هس 5ط ]| -م 
1 +2 ىل كه + 2 ى 8-1-2 + 22 0 





02 





27 1 1 
ح-تح] ح- 4112 -103ة8 - (1+ مسا| - 
16 0 





0 
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نهدف إلى حساب 
3 
0 3 21 ]| - 
3-2 - 222 0 
ع 3 
هنا نتأمل التابع و مدهل لقا كان ل (9 )1ع :0) ح د .بورق 2:5 استنتجنا ان 
2 - :30 21 


درجة المقام أمكننا 18 قسمة إقليدية للبسط على المقاء لنجد 


11-6 عك لاس ووة ب تنود رومن بو0) حدرون ب 3ن 











. 6 ل 12 5 
إذن خسن وه يود دك روار ومن 
32-9 02 3 
ل : 
0 كف ل ] + هدزة + 22) | 
2 37 - وه 0 
1 
052 ا سد 1 +, 32 ل تبن 
0-2 
2 0 
ل 


لحساب 7 نبحث عن تابتين 2 وم يحققان :(2 - )م + رذ + ماح ع 3 + نو5 . بتعويض 1 ح نر 


٠ ٠. 5000 1 ٠.‏ 26 ماع ه* 




















1 1 1 6 _2- تاج -(2 +5053 _ 3+دة 
للد 8 لسن 5 ل إحو ددر 
وعليه» لأنّ 6 < 14+ و0 > 2- على المجال [1] استنتجنا أن 
1 م14 1 م 26 83+مة م 
12 
ادن لمق اسان 9 در 
2 0 0 د ل 
1 1 
د | 2+ مدا -- |( - 12)2 0 
5 5 20 0 5 
1 26 
وبالعودة إلى ا ل سا 


وض لماذا افترضنا المقام واحدياً في حالة التوابع الكسرية المدروسة؟ 

* أُوَلِآَ يمكن دوماً الرجوع إلى هذه الحالة بالقسمة على أمثال 2 في المقام ()8 

* عندما يكون المقام ()2 واحدياً يمكننا أن نكتب (:-)( -2) - () حيث 7 وزه هما 
صفراه الحقيقيان. 





6 





وي كيف نستفيد من طرائق حساب التكامل المحدّد لحساب تابع أصلي؟ 
5 َْ 
إذا كان / تابعاً مستمراً على مجال 7» عندئذ نحسب (:ه)/ جا حيث 


- | 7-2 | 000 


حيث + عددٌ متبّتٌ (ولكن كيفي) من 7 . فيكون ”7 تابعاً أصلياً للتابع /, على 7. 


ليكن التابع م1[ ب0+ : / المعرّف والمستمر على ]00+ ,0[ - 7 . عيّن تابعاً أصلياً للتابع / . 





الحل 

نختار على سبيل المثال العدد 1 - ه من 7. ونحسب 444هل) ,ل - 04( 10 2م :2 . نعلم أن 
مشتق التابع اللوغاريتمي تابع بسيط لذلك نفكّر باستعمال المكاملة بالتجزئة بحيث يجري اشتقاق هذا 
الببخصع 





-(000) | أي 


وعندئد امستقاذا إلى عبارة التكامل بالتجزئة يكون لدينا ( (0 . الو 
1 


0 1 ا 
1 


2+1 - مما - 06 | د ووان - 
1 


لطاع 








إذن 2 - همات ١+‏ تابع أصليٌ للتابع هم[ +2 على المجال [هه-+ ,0] . 


كه يحدووم 


0 احسب التكاملات الاتية: 





27 2 
7 66897 9ح 2 يه ] --010 © مه[ - مزة ل حر 
0 1 
0 
تر 
6 م جح كر 0 02 0 
م 2 
١ 0‏ 7/4 
© ملقهة] ل ح- كار © الا تسد - ار 
0 27 511 حك 22 605 1 
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2 الحيب التقابياطت | ني شتواك تكاول .د لنهرن. 


6 














02 مم سات لل ل 8 مانه قم (1 - ©) | ل 
1 0 
1 100/3 
© مك “2(6 + نه) |[ - ع1 0 د (ه8)صتقه | - 
0 0 
© 202 5م» 0 - كار © نمل تم سطع 60 ]ل - ار 
0 0 
مساعدة: احسب /1 و77 في آن معا. 
© جد تابعاً أصلياً للتابع ()/, :2 : / على المجال 7. 
(2وم 20 ح (5)/ ,18 حدر © 22 مزه 2١0‏ ع (د) زر 1 - ر/ 
© لمم رك روال +1 2ر1 9 صضصط[. 22 ع (مار ]مه ,0| - 
© جص : 2ه - (5)/ ,18 ح [ © قوم ٠.‏ 25 ع (ند) ل 1 حر 
© جد تابعاً أصلياً للتابع ()/ ++ : / على المجال 7. 
اكوا 4 - 12 
1 2-1 
© لح (©)/ 2369| حم | © ك دار |10 ع (ل 
6ج ثبو 5 | [ ل كبو 0 ١‏ ' 
ه كشبي-هم إصدو-, أو لحك - مر [و-.ه-|-: 
دي كم “روعد نه 


ملاحظة: التكامل الأخير ليس من النوع الذي درسناه بل هو أبسط من ذلك! 











التكامل المحدد وحساب المساحةّ 


7© مبرهنة 8 


ليكن / و 0 تابعين مستمرين على مجال 7» وليكن 4 و5 عددين من 1. 
5 0 
© إذا كان 5 > 4ء وكان 0 < / على المجال [4,5] كان 0 < / / ٠‏ 
. 0 0 
© إذا كان 5 > 4ء وكان 0 < / على المجال [4,5] كان 9 | < / | . 
0 ليكن ”7 تابعاً أصلياً للتابع / على 5 . التابع ()5 + * تابعٌ متزايدٌ على 7 لأنّ مشتقه / 
ع 5 ع سس ءِ 0 
موجبٌ على هذا المجال» نستنتج من تزايد 7 أنْ (0)/ < (0)لء أي 0 < (0) - (7)0 ح / | . 
3 0 1 7 3 ان 0 0 0 
© بتطبيق الخاصة © على التابع (و- /) نستنتج أن 0 < (و-/) | -0 | -/ |ء وهي 
النتيجة المرجوة. 


في حالة 0 < 5 تتحقق المتراجحات 


0 7 
0 > 5120 و عا اا 0 


في الحقيقة» نعلم أنَ 1 > 054ه أياً كانت 4» إذن عملا بالمبرهنة السابقة يكون لدينا في حالة 7 > 0 ما 


لي 
ْ 7 7 
ج 14ل 3 14 | - 5116 
0 0 
وبتطبيق ثان للمبرهنة السابقة نجد المترإجحة الثانية 
3 101 ' 01 ' 0 1 
لاح 1<ذه ( -2056 - 
و لكا 


ثُمّ بتطبيق ثالث للمبرهنة ذاتها نجد المتراجحة الثالثة 
5 / 0 
-- 7ل - مه -1) ل - 5126 - م 
0 0 
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© مبرهنة 9 
ليكن / تابعاً مستمراً على مجال 7» وليكن © و5 عددين 
من 7. نفترض أنّ » < 5 وأنَ 0 < / على [(,0]. 
عندئذ / ] يساوي مساحة السطح المحصور بين محور 
الفواصل والخط البياني ,© للتابع / والمستقيم ,4 الذي 
معادلته 0  -‏ والمستقيم ,0 الذي معادلته 0 ح :د. 


الإذبااته (نترك لقراءة ثانية) 


في الحقيقة» لنعرّف التابع (5)4, ج+ + : 5 المعّف على 
[0,7] ويقرن بكل عدد + من [0,5] مساحة السطح المحصور بين 
محور الفواصل والخط البياني ,0 والمستقيم ,04 الذي معادلته 
م - والمستقيم ,0 الذي معادلته + ح :د. 





ليكن 0 < خ عندئذ نظراً إلى استمرار التابع / عند # من ]4,5] يوجد عددٌ 0 < 6 بحيث يكون 
ء + ©)/ > (0«)/ > ع - ()/ في حالة 6 > +#- : > 0. وهذا يقتضي أنّه في حالة 8 > 7 > 0 
يكون المقدار ()5 - (7 + )5, الذي يمثل مساحة السطح المحصور بين محور الفواصل والخط البياني 
,0 والمستقيمين ,4 و ,.,,4 أكبر من مساحة المستطيل الذي يعينه محور الفواصل والمستقيم الذي 
معادلته + - ©)/ - ,؛ والمستقيمين ,4 و ,,,4 أي «(2 - ()7)» وأصغر من مساحة المستطيل الذي 
يعينه محور الفواصل والمستقيم الذي معادلته 2 + 7)/ - ,؛ والمستقيمين ,4 و ,, ,4 أي 2(78 + 0)/). 
إذن في حالة 6 > 7 > 0 يكون 

(زء + ()/) > (0)ث - رم + )م > ره - (0)/) 





0 7 1 95 ع سن 7 - 1 51 
إات 41 لات مين , ونبرهن بالمثل ان زور د الاق لظ لكات بن 1 
-- )جب 


عند كل + من [9,5[. إذن 5 اشتقاقي على [4,5] وم - "5 على هذا المجال. نستنتج إذن أنّ 5, تابع 
0 7 .3 ١ن‏ 0 . .م 41 
أصليٌ للتابع '/ على [5,ه]ء ومن ثم (5)0 - (5)0 ح / ل وهذه هي النتيجة المرجوّة. 


هذا يبرهن أنّ ()/ - 
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يتقاطع الخط البياني 0 للتابع ( - 42:01 ج0 : م مع محور 
الفولاصل عند 0 -# و1 -#. عين مساحة السطح المحدود 
المحصور بين 0 ومحور الفواصل. 








الكل 
نلاحظ أنّ التابع 'م/ موجب على المجال [0,1]» إذن مساحة السطح 
1 1 
40 - م4) | ح :04( - )مه |[ ح مس 
0 0 
0 2-5 اثووكت #رو0 | جح 
3 5 5 





© نتيجة 10 
ليكن / تابعاً مستمراً على مجال 7» وليكن »0 و5 عددان 
من 7. نفترض أنّ » < 5 وأنّ 0 > / على [0,5]. عندئذ 
١ 1‏ 
(7-) إل يساوي مساحة السطح المحصور بين محور 
الفوفاصل والخط البياني 2 للتابع 1 والمستقيم 0 الذي 
معادلته 0 - 8 والمستقيم 0 الذي معادلته 6 ح عجن 
نلاحظ أنّ السطح المطلوبة مساحته هو نظير السطح المحصور بين محور الفواصل والخط البياني ,_0 
للتابع 7 - والمستقيمين 0 و ,0 بالنسبة إلى محور التراتيب. الذللكق لهذين السطحين المساحة ذاتهاء ومنه 
الخاصة المطلوبة. 





يمكن. .جمع الميرفنة :9 والننيجة 10 في .ضبياغة واحدة يوضم ا في الحالتين» إذ عند 
حساب المساحة يجب أن يكون التابع المُكامّل موجباً لأنّ المساحة عددٌ موجبُ. أمّا إذا غيّر التابع 
إشارته في المجال [4,5] فعندئذ نستعين بعلاقة شال» ونحسب مساحة كل جزء يحافظ فيه التابع على 
إشارة ثابتة عليه» وبعدئذ نجمع مساحات الأجزاء لنحصل على المساحة المطلوبة. 


تلخص النقيحة الكنية هذه المتافشة: 
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”© نتيبة 11 


ليكن / تابعاً مستمراً على مجال 7» وليكن 4 و5 عددين 
١ 7 5‏ 0 
من 7 لفترطن. أ :نح ل غندقة |7] ] يساوي مساحة 


الذاك ١‏ والسسف 2 للدي جعاداته ع ب الست 





اكلا تخريسا للفهم 

ا ما العلاقة بين المساحة والتكامل المحدّد؟ 

يمكن اعتبار /'] قياساً جبرياً لمساحة السطح بين الخط البياني للتابع / ومحور الفواصل 
على المجال المدروسء فإذا أعطينا قياساً جبرياً موجباً لمساحات السطوح فوق محور الفواصل 
وقداساً بحيرنا سنالدا لثلك الواقفة فحت هذا المكون» كان ل لعجن الحرى ليده السداحات: 
أَمّا إذا أردنا المساحة الفعلية للسطح المحصور بين الخط البياني للتابع م/ ومحور الفواصل على 
احجان 0 قينا جين النائن الجر لجنم هده المياحاف يريا رون تاد 17 1. 


55 


ليعن © الخط البياني للتابع زو ح 5و3 ند 7و9 عحر ين +7 ولتحسب 








الكل 
نلاحظ أنّ (2()2-1 + م)ه - ()/ فنجد أنَّ 0 > (#)/ر على |2|010,1/2-,هه-| و 0 < (ه)/ 


4 
على إهه+,1/2] ل |2,0-]. كما إن #ه - #ه + 5 جه : 7 تابخ أصلي للتابع / . إذن 
1 


مار ] مه ززم -) ل + هه -مه| 1 1 


1/8 


- 700 - 72 - )7)1/2( - ”)0(( + #)( - 70/2( 


- 7)-2( + 2700(- 270/2( + 700 - 
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"" لكل تابع مستمرٍ / على مجال 7 تابعٌ أصلي 7 على هذا المجال. وعندها يكون لكل تابع 
أصلي للتابع / على هذا المجال الصيغة # + () جب+:ه حيث / عدد حقيقي. وهناك تابع 
أصلي وحيد للتابع / يأخذ قيمة معطاة ‏ عند ,نه من 1. 

"" عملية إيجاد التابع الأصلي لتابع مستمر هي العملية العكسية للاشتقاق. 

" بمعرفة التابع الأصلي 7 لتابع /, على مجال يكون لدينا (7)0 - (7)0 - "/"'] مهما كان م 
وهم عددان من [. 

"" إذا كان ,0 الخط البياني لتابع مستمر / على مجال 7» وكان © و5 عددين من 7 يحققان 
0 > 4. فإنّه عندما يكون / موجباً على [0,5] يكون 1 مساوياً مساحة السطح المحصور 
بين ,0 ومحور الفواصل والمستقيمين اللذين معادلتاهما + - #ه و( - #. 

علاقة شال 7] +7"] -7] صحيحة أيآ كانت العام رع د رشكي 
بعلاقة شال وين الأضعة 2ن بن )ار عدا ار . 

"ا التكامل المحدّد خطي أي إِنّ واس ]د - وديم ل أياً كانت الأعداد ( وم. 

"" تمكن مُكاملة المتراجحات على مجالء فإذا كان و > / على مجال [4,5] كان 9 ] >1 ]. 

"" في حالة تابع مستمرٍ / على مجال 7 ونقطة » من 7 يكون 7 ] جاه : 7 التابع الأصلي 
للتابع / الذي ينعدم عند ٠‏ - . إذن تفيد طرائق حساب التكامل المحدّد في حساب التوابع 
الأصلية. 

علاقة التكامل بالتجزئة 00 - ||| - "00 ]1 هي نتيجة مباشرة من خاصة اشتقاق جداء 
ضرب تابعين. 

2 

"ليله منعكسات يجب امتلاكها. 

هتك. حوراي مساحة باننتعمال التكامل. فكر يتجزتة مهال التكامل الى مجالاك حزتية يحافظ 7 
على إشارة ثابتة على كل منهاء وخذ هذه الإشارات في الحسبان. 

"ا عند حساب تابع أصلي تيقّن من صحة حسابك بحساب مشتقه. 


0 0 
"" المتراجحة و > / لا تقتضي و | >7 | إلا إذا كان 5" 
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ِ 


(يااد 1 حساب مساحة سطح مستتو 

6 مساحة السطح المحصور بين منحنيين 

لنتأمّل الخطين البيانيّيّن ,0 و ,0 للتابعين ”6 ب« : ثر و *-ه + : و المعرّفين على 12. 

0 ارسم الخطين البيانيين 2 و0). 

حقيقي. (ناقش تبعأ لإشارة 0). 

ب نقبيل عيب أنه إذا كان 2 و6 الخطين البيانيين 

لتابعين مستمرين / و0 على مجال 7» وكان 0 و0 
٠. 00‏ 0 

عددين من 7 يحققان + < 0. عندئذ |و- /| | يساوي 
مساحة السطح المحصور بين 2 و0 والمستقيم 0 الذي 
معادلته م - : والمستقيم ,0 الذي معادلته ( ح :ه. 
يتطلب هذا الحساب دراسة إشارة الفرق 65-/ على 
[0,6]. 





2 منحن ومقارب مائل 
ليكن /, التابع المعتف على 2 بالعلاقة (”-6 + 1) - ()/ . وليكن ,0 الخط البياني المُمثل للتابع 
/ . الهدف من هذا النشاط دراسة مساحة السطح المحصور بين الخط البياني ,© ومُقاربه. 
9 ». ادرس نهايات التابع / عند 06- و همح . واكتب جدول تغيرات /. (استعمل ”/ لدراسة إشارة 
المشتق '[). 
«. تحقّق أنّ المستقيم 8 الذي معادلته ‏ ح , مستقيم مُقارب للخط ,0 في جوار 050+ . وادرس 
وضع ,0 بالنسبة إلى المقارب /. 
6. أرسم ك و,م). 
© ه. ليكن ١‏ عدداً حقيقياً موجباً تماماً. احسب (4)0. مساحة السطح المحصور بين ,© و/ 
والمستقيم الذي معادلته ( ح :د. 
7. ما نهاية (4)0 عندما تسعى ١‏ إلى 00+-؟ 
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07د 2 حساب حجم مجسم 
ليكن 5 مجسماً يحدّده مستويان 2 و2 معادلتاهما 
بالترتيب ‏ 860-ام وم-دآ م في معلم متجانس 
|:,0:,7). نرمز بالرمز 1 إلى حجم هذا المجسم, 
وبالرمز (4)2 إلى مساحة مقطع هذا المجسم بالمستوي 
2 الذي يوازي كلا من ,2 و28 وراقمه يساوي 2 
0ك 2 > وا 
نقبل أنّ (١‏ يُحسب بالعلاقة: 

ل" ل عدار إلا 
نجد فيما يأتي عدداً من الأمثلة على استعمال هذه العلاقة. 
0 حجم كرة نصف قطرها 78 
يكفي حساب حجم نصف الكرة ثَّمّ نضرب الناتج بالعدد 2. 
© اشرح باستعمال رموزالشكلء لماذا 

١2م‏ - #هام - (زه)للى ؟ 
© استنتج مجدداً العبارة 





ا حنل 
3 


© حجم مجسم دوراني 

نجد في الشكل المجاور الخط البياني © للتابع / المعطى 

على المجال [0,4] بالصيغة 5/ - ()/. عندما يدور 

2 دورة كاملة حول محور الفواصلء يولّد مجسماً دورانياً 

.5 

© ما طبيعة مقطع هذا المجسم بمستو عمودي على 
محور الفواصل ويمر بالنقطة (1):,0 (4 > نه > 0)؟ 

© عبر عن (8)كى»ء مساحة هذا المقطعء بدلالة 2. 

© استنتج 17 حجم المجسم 5. 
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ليه غردات ومسائل 


ا[ في كل حالة من الحالات الآتية» جد تابعاً أصلياً 7 للتابع / على المجال 1 : 


























6 1-3 - رمم |مه+,0| ح ع | © حت - (هار ,مه - م 

65 لجر - (م)/ [مه+,1| - 2 | © الي ةر 7-2 

© صس - 0/ ل1,مه-]| - ع | © لي - م1 لماعم 
في كل حالة من الحالات الآتية» جد تابعاً أصلياً 5 للتابع / على المجال 7 : 

8 سم اس و امه در دراه مش - رمم أمه+4| - 1 

© 5-1 - (هار 0,2 - 7 | © شح رمم |4.مه-]| - ]1 

© 3-1 (م)م/ 2 ,7112| © حت - زمر ب أمه+,1-| - ]1 
© في كلٍ من الحالات الاتية هات تابعاً أصلياً للتابع '/ على مجالٍ 7 يطلب تحديده ويحقق 

الشروظ المعطل.. 

© م - (ما/ 6< مم |© بحس - 10 70-0 


9 2 - تدف)ستة ع (ه)/ ,0 ع )71 © « دوم طلة ع ()/ ,0 ع )7 


[ح 0 _- 7 0 0 
8 دودمم 1دننم |© مشي - ضار 0- مم 


© نرمز عادة بالرمز (1012)0,0 إلى ضكر العددين 01 و6. /1 
تحقّق أنّ الخط البياني ,0 للتابع / المعف على المجال 
[0,2] بالصيغة (2ه - 5,2)<اممط ح (2)م» هو الخط المرسوم 








1 3 2 ٠. : ٠. 
0 # في الشكل المجاور. احسب التكامل :ت2(4)/ 1 وقل ماذا‎ 
يمثل هذا العدد ؟‎ 
5 . ام‎ 2 ١ 
احسب بالمثل  :9)2:(02 ل و 1)2(02 أل في حالة‎ 
|#ه -1| -1 ح مهمو و (1(2- م),تم)صنم ح رمام‎ 
بعد رسم خطيهما البيانيين على مجال المُكاملة.‎ 
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1- 1- 
92 ته (3 + مه - 2م) | - 1 2 دوزة + مه - 2ه)(2 - م) | - 1 
1 غ) 01 ' 
© 1م دم 2 م 
أ / 1 +1/ا و 
9 2 7 
7 
© 01 -00 © 2 (2 ل نامزو | ع [ 
2 0 
5 - 1 
© وت | در 6-0 | - 1 
#0 0 
2 ا اا” 
© 42 + 12 | - 1 به كد | -[ 
0 67+ 6م 
5 5 ب حك نوق ب 175 
© نيكن 7 التابع المعرف على (7251-3 - 7 وفق 0 





© جد الأعداد + وه و» التى تحقق سل + ث + نوه > (مارء أيا يكن من (7. 
: 7 


© احسب 1101١‏ رآ -0 


2 


© نيكن /[ التابع المعرف على (12141 - 2 وفق 2 - (يمر. 











- نه) 
(1-ج©) 1- ته 
© احسب. :02 (2)/ در 
تدك تتا يس نيدن ] -: 
تم ل 1 م ل 1 م ل ]1 0 





باستعمال صيغتي هثهزه وه 2وم بدلالة 20 و0»» أو بأية طريقة تراها مناسبة اكتب : 24زه 
7 


بدلالة 2 005 و :45 ومنء ثم احسب 2 كصنة تل ل 


احبا التكاماقت 1 ة ينعيال تكامن بار 


6 ]1 
_- ّ 4 حا 55 
202 ص1ا(]1 - ج) | -1 © وول ”16 - تن) 1-1 


1 2 
3 2 *1(6+ 28) ,| -1 42 ان | 7-2 
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عم البحث معا © 





إثبات مراجحة 


6طرزة (ه - 6) 


< زوم جح نووم . 


بم | وحم 


9 نحو الحلّ 

4 قد نفكر في دراسة تابع» كأنْ نفترض « ثابتاً ونبرهن أنّ التابع و المعرف وفق الصيغة الآتية 
موجب على المجال [0,5] : فصنوزه - 20 - اوم - تومن - (#)وء ولكن سرعان ما نقتنع 
أن هذا الطريق لا يؤدي إلى إثبات سهل للمتراجحة فإشارة المشتق الأول ليست سهلة التعيين. 

ولكنٌ المقدار 58م» - 2056 يدفعنا إلى التفكير بالتكامل 4 | - اوم - ووو حيث 
1[صنة- ح ع ومع ح ()/ أو 


7 
511101 / _ |- جت زو0»© ع بن ومع . 
3( 





1. ليعن 6 الخط البياني للتابع مزه ج # على المجال 


[0,7]. برّر كون نر هو مساحة منطقة هط ” 


عليك تحديدها. نرمز إلى تلك المساحة بالرمز لى. 1 
علل كون 4. أكبر من مساحة شبه المنحرف 4807 المبيّن في الشكل. 
الحا شا 0 سحن الا 1 ركان اي قر ون #سلوزه - 00ج 
0 تيقّن أنّ المتراجحة صحيحة في حالة 0ك او #وح ارج 
كر أنجز الحلّ واكتبه بلغة سليمة. 


معن تاه أصلي 


ليكن التابع / المعرف على 1 وفق #صذه 2م ح (ه)/ر . عيّن تابعاً أصلياً 7 للتابع /. 





9# نحو الحلّ 

4 التابع المدروس مستمر فله تابع أصليء ولكننا لانتعرتف على صيغته بين الصيغ المألوفة لديناء 
لذلك نسعى لكتابته بالشكل 04+ دذه ا - ()#ء آملين أن تفيدنا مُكاملة بالتجزئة لأنّ للتابع 
المكامل شكل جداء ضرب. 
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أنينت ان 
6005101 ا 5 م 1 - 5111101 إل ح (ه)"1 
0 ل 2 2 0 
4 التكامل في الطرف الأيمن يشبه التكامل المطلوب ولكن استبدل فيه تابع التجيب بتابع الجيب. 
ومنه تأتي فكرة إجراء مكاملة بالتجزئة ثانية» إذ نتوقع أن يظهر التابع 7 مجدداً. 
1. أثبت أن 
1 


1 1 2 
(© )اس د ووم 28م < ح 1ل وى أع / 
2 2 2 0 


هوه © 


2. استنتج عبارة 7 . 
طريقة ثانية. قد يخطر لنا أن نقحم المشتقات المتتالية للتابع / ونبحث عن علاقة بين / و// 
5 . 
1. أحسب ار و 7 
2 جد العددين الحقيقيّين © و 5 اللذين يحققان ()"/5 + (ه)”ره ح (ه)ر . 
3. استنتج عبارة ()7 حيث ”7 تابعٌ أصلي للتابع / . 
ر أنجز الحل واكتبه بلغةٍ سليمة. 


ابحثعن تاب أصلي 


ليكن التابع 7 المعرفٌ على 12 وفق #-ه(5س ب ثس +س + 1) - ()/. أيوجد تابع كثير 
الحدود م بحيث يكون -ع(م)صط جب ه : 7 تابعاً أصلياً للتابع على ا 





نحو الحلّ 
ب التحليل: لنفترض وجود كثير الحدود 2 هذا. 

1. أثبت أنّ كون 7 تابعاً أصلياً للتابع / يقتضي أن يكون 

فج ب كن ام + 1 ع (هوام - (ج)"/م هج 

2. لماذا يجب أن يكون 3 - طرعهل؟ 

3. بوضع 0 + بس + 2بون + 3بهم - (0)م عيّن اعتماداً على (*) الأمثال » و5 وه و4. 
4 التركيب: أثبتنا أثه إذا كان 7 موجوداً فمن الواجب أن يكون له الصيغة التي وجدناها أعلاه. 
وبالعكس تحقق أنّ التابع 7 الذي وجدته تابعٌ أصلي للتابع '/ على 12 . 


6 








قُدُما إلى الأماء ©6 


© في كل حالة من الحالات الآتية» جد تابعاً أصلياً للتابع / على المجال 7 : 





























22 - 1 
6 << ح (بجو)[ 12 ح 7 |21 كح رم ار |0,-] ع ل 
"ووب 7و3 5 7 2 
:2 - 1 1 
© نتن -ح (م)ر ,12 -7| © ح (م)م أ*,0] - 1 
1-9 يود ع كن (:22) 5110 1 ظ 
2 
© “(2 -0 - (مار ‏ 2,7 دما © مم يرط - رمام 0 
57 
© 05-7 روا يا حدر اسقط - زمار +18 1 
56 
2 2058© :2 - :2 5111 2 ل 32 
8 :2-8-5-2 - رمم ,:*ه د[ - أمه+,1-]| -[ز 
وح (مار ل --2 الستة 
(6©9 في كل من الحالات الاتية احسب التكامل المعطى. 
0 - 2 
9 5 ]م 0 احير 5 
1 2 1 ديروت 0 
2 3 
5 0 0 ] -1 6 2 ل بو _- 
9--122- سل س) 0 
4 برق 25 1 4 875 2 
د | 7 © 04 كم 









69 في كل من الحالات الآتية جد تابعاً أصلياً للتابع / مستفيداً من العلاقة 1 - ن 2ومه + :1ه مزه . 
© سأوم ح مأل © ضتصزه+ هسه ح زمر © س توم .م ثصته ح (بم)/ 
ليكن / التابع المعرف على 1 وفق « “هذه ع (2)/. 
© احسب (8)”/ و (نه)”/ . واكتب (8)/ بدلالة (ه)"] و :54م . 
© استنتج تابعاً أصلياً 7 للتابع / على 19. 
202 ليكن / التابع المعرف على 2 وفق “362 - ()رء جد تابعاً أصلياً 7 للتابع / على 12 
بالصيغة 2)5(65 ع (7)5 » حيث 7 تابع كثير حدود. 


و 1 8 1 
نريد حسا د[لء. ل )| ح لء فد نت 
نريد ب مدي ول 7 . احسب دي ب ول ل» ثم / + 7» واستنتجح 1 


22 1ه 7/2 :2 08 7/2 1 
© يد حساب نو “كلت دان العو ئيم ار ل عن 
ره :2 2ه 2 ل 1 ل :2 ذه 2 لك 1 ل 3 





واستنتج 1 . 
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ليكن التابع م المعرف على 1 وفق #وم» 62# - ()/ . 


© احسب (2)'/ و (ه)”[ . 
© عيّن عددين » و5 يحققان المساوة (ه)"ثرة + (#ه)”ره - (2)/ أياً كان + . 
© استنتج تابعاً أصلياً 7 للتابع / على *1. 
"بو 6 تامعان الباق للتابعين (:هم[)ومء جا بن : نر و( م[)صنة جاب : و على مه ,0 | ؛ 
سيان عن دي السو من الحسيمتن صلم إل 70 و 





1 (1 ا )زه 1 ح (:ه) 6 
© أثبت باستعمال التكامل بالتجزئة أنّ: 
(2) © + 1 ح ر(ته ص[ط) ومع به ع (ه)"5 2 وى (©)"/م - (ن صا ) مزه م ع (2) 0 . 


© استنتج عبارتي ()7 و (6)2. 


© إناتمتراجحة 














© تيقن أنه في حالة © > :ه > 0 يكون 1 > كر 
١‏ زد + 1 26ل 1 
© استنتج أنْ © > (ه + 1)م][ > ل في حالة ) < 0. 
0 1 





69 فيما يأتي» ارسم الخط البياني 0 الذي يُمثْل التابع /[ء م احسب مساحة السطح المحصور بين 


2 ومحور الفواصل والمستقيمين اللذين معادلتاهما د رك 0 
“وعد روك وك رول تنكم بإاح نتم 0 0 بلمنك ان +1 2نم 
+1 + :2) 
حم ,0 - ©١040‏ ” ع(1 + ش) ح ر(#مثثر ,122 ع 6 ,1- ح ن 






ارسم في جملة متجانسة الخطين البيانيين للتابعين :هزه + نه و زوه + على المجال 
[,0]. ما مساحة السطح المحصور بين هذين الخطين على المجال [0,75]. 


ليعكن 2 الخط البيانئي للتابع ذسج جر بر 52 على المجال 
داخل جزءٍ القطع المكافئ 7 إلى منطقتين. 
عند أية قيمة للوسيط +7 تتساوى مساحتا هاتين المنطقتين؟ 
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ليكن / الخط البياني للتابع / المعّف على 18 وفق “6( - 2) - (52)/. وليكن © خطه 

© ادرس تغيرات / وارسم 0). 

© ليكن 6 الجزء من الخط البياني © المحصور بين المستقيمين اللذين معادلتاهما 0 - ه 
رتكاو ري ا الل المحكيرر ان 2 سك القرسان لحب مساحه د 

© عندما يدور السطح 5 حول محور الفواصل فإِنّه يولّد مجسماً دورانياً حجمه 17. 
0. عيّن الأعداد 4 و5 و2 حتّى يكون التابع #“ء(م + يوم ل 2نوم) جر بج : 06 تابعا أحلنا 

للتابع “((2)/) جا به. 

اس ابن 


سألة مركي | المآ 
© في معلم متجانس .رسمنا الخظين البيافئين. © و« التابعين لاحي" رالا 
اشتقاقيين على 8. نعلم أن أحدهما مشتقّ للآخر لنك | |21 | 7 | | 
ا ا م واو 111 ا 
© بيّن مُعلّلاً أي هذين الخطين هو الخط البياني للتابع 0 وأيّهما لمشثقه. 
© ما ميل المماس للخط 6 في النقطة التي فاصلتها 0 ؟ 
© نتأمّل المعادلة التفاضلية : ©-1(6 + )2 ح نع + سن : (127) 
© أثبت أنّ “-6(م2 + 2م) + ه : ث/ هو حل للمعادلة التفاضلية (2). 
© لتكن. (/5) المعادلة التفاضلية 0 ع بن + /ن. أثبت أنّ «م/ حل للمعادلة (5)» يُكافيء: 
«ن, -/م/ - ٠»‏ حل للمعادلة '5)». ثْمَ حل '5) واستنتج صيغة (2)/ عندما يكون / 
© إذا علمت أنّ التابع م من الجزء © هو حل للمعادلة (77)» فأعط صيغة (5)و بدلالة . 
© عيّن « حل المعادلة (27) الذي يقبل مماساً أفقياً عند 0 ح ئ. 
© ليكن / التابع المعّف على 1 وفق “ +(2 + 20 + *به) - (ه)/ . 
© ادرس التابع وضع جدولاً بتغيراته» مبيّناً نهاياته عند مه+ ومه-. 
© ليكن "© الخط البياني الذي يمل / في معلم متجانس. اكتب معادلة للمماس 7 للخط '0 
في النقطة 29 التي فاصلتها 1-. وارسم '©0 و '7. 
© عيّن الأعداد 6ه و و»© حتّى يكون التابع 7م ل روم لد كروم) جرجن : “1 تابعاً أصلياً للتابع 
7 على 18. ثم احسب (4)0. مساحة السطح المحصور بين محور الفواصل و'0 
والفستثيمين اللذين. معاكلةاهما “0 ت 7 و بورح بد 








6 








مسمرد المصطلحات العلمية 


الانكليزية 

إثبات بالتدريج أو بالاستقراء الرياضي 1 6103:1631[ قم :19 أموعاط 
ل ااا ستسة تس 
0 سس 
اال سس 
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لعربية الالكليزية 

سس 
الل م 
سس اا 1 
اطاط 
7 الا 201 1م 
سعدا 
لج)-)--م ‏ -سحسود 








© 








